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Vorwort. 


Dies  Werk  enthält,  der  Hauptsache  nach,  die  Vorlesiingeu, 
die  ich  seit  dem  Herbste  1$98  an  der  Universität  zu  Lund 
gehalten  habe.  Als  Ziel  habe  ich  mir  gesteckt,  eine  möglichst 
einheitticlie  Darstellung  des  jetzigen  Standpunkts  der  Untersuch nugen 
über  die  Mechanik  des  Himmels,  insofern  sieb  dieselbe  mit  der  Be- 
wegung von  Massenpunkteu  beschäftigt,  zu  geben.  Es  ist  dabei  mein 
Hauptstreben  gewesen,  die  astronomisch  wichtigen  Resultate  hervor- 
zuheben, indem  ich  gleichzeitig  die  mathematische  Eleganz  und 
Schärfe,  welche  besonders  die  neueren  Untersuchungen  auf  diesem 
Gebiete  ermöglicht  haben,  zum  Ausdruck  zu  bringen  suchte. 

Ich  bin  mir  der  Urvollkommeiibeit  meiner  Arbeit  völlig  he- 
wuBsL  Eine  Entschuldigung  dafUr  kann  ich  nur  darin  suchen,  das» 
es  in  der  Uebergangsperiode,  in  welcher  die  Astronomie  sich  be- 
findet, besonders  schwierig  ist,  das  Wesentliche  von  dem  Unwesent- 
lichen au  unterscheiden.  An  einigen  Steilen  ist  vielleicht  die  mathe- 
matische Seite  des  Problems  zu  stark  hervorgebohen  auf  Kosten 
der  astronomischen,  an  anderen  vielleicht  umgekehrt,  obgleich  ich 
stets  bestrebt  gewesen  bin,  ein  gesundes  Gleichgewicht  zwischen 
diesen  beiden  Hauptgesicbtsp unkten  einzuhalten. 

Um  bei  den  mathematischen  Untersuchungen  die  Fühlung  mit 
der  astronomischen  Praxis  zu  wahren,  habe  ich  an  den  wichtigeren 
Punkten  numerische  Beispiele  —  meistens  dem  Planetensystem  ent- 
nommen —  hinzugefügt,  die  geeignet  sein  können,  die  astronomische 
Bedeutung  der  Untersuchung  zu  beleuchten. 

Der  vorliegende  erste  Band  enthält  die  allgemeinsten  Resultate 
über  das  Zwei-  und  Drei- Körperproblem,  Der  Theorie  der  secularen 
Störungen  habe  ich  einen  au« lUhr liehen   Abschnitt  gewidmet     Die 


IV  Vonport. 

Bewegnng  eines  Punktes,  der  von  zwei  festen  Centren  nach  dem 
NEWTOK'schen  Gesetz  attrahirt  wird,  habe  ich  sehr  vollständig  be- 
handelt, indem  ich  von  den  Untersuchungen  von  Staude  über 
bedingt  periodische  Bewegungen  ausgegangen  bin.  In  dem  Abschnitt 
über  das  Problem  der  zwei  Körper  wird  eine  einfache  Theorie  der 
Kometenschweife  gegeben. 

In  dem  Anhange  habe  ich  einige  Tafeln  aufgenommen,  die 
für  die  numerische  Berechnung  der  Störungen  der  Planeten  —  im 
Besonderen  der  kleinen  Planeten  —  von  Nutzen  sind. 

Der  zweite  Band,  der  im  nächsten  Jahre  erscheinen  soll,  wird 
hauptsächlich  die  Theorie  der  periodischen  Lösungen  des  Problems 
der  drei  Körper  und  die  Untersuchungen  über  die  Convergenz 
der  Reihen  behandeln. 

Dem  Herrn  Professor  M.  Bbendel  bin  ich  zu  besonderem  Dank 
verpflichtet  für  seine  grosse  Freundlichkeit,  diesen  Band  in  Bezug 
auf  die  deutsche  Sprache  zu  prüfen  und  zu  berichtigen. 

Endlich  spreche  ich  dem  Herrn  Verleger  meinen  herzlichen 
Dank  aus  für  seine  Bereitwilligkeit»  die  Vorlesungen  zum  Druck  zu 
bringen,  und  für  die  Sorgfalt,  mit  welcher  der  Druck  ausgeführt 
worden  ist 

Lund,  Mai  1902. 

C.  V.  L.  Charlier. 
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Chakubs,  Mechanik  des  Himmels.  L 


§  I.  Sätze  aus  der  Determinantentheorie. 


Eine  Determinante  A  aus  n'  Elementen  wird  geschrieben: 


J  = 


^21 '    ^I  >  •  •  •  >    ^  n 


a_<i  •    ^-a.    •    *    *  «    a 


'ol>  •*n2» 


'     nn 


oder  gekürzt: 


J  =  |a<j|     («,7  =  1>2, .  .  .n). 


wo 

(1) 


Das  MuUiplicationstheorem  lautet: 

Cij  =  a,j  i^j  +  a^,  ^j,  +  .  .  .  +  flj«  *ii 


Da  jede  Determinante  eine  lineare  Function  eines  jeden  ihrer 

Elemente  ist,  so  ist  immer 

dA 

d  a.j 

dem  Coefficienten  von  oij  gleich,  wenn  die  Determinante  vollständig 
entwickelt  wird.     Man  hat  auch  immer 


(2) 


dJ     ,  dJ     ,  ,  dJ 

In  gleicher  Weise  erhält  man 


0  für  i:^j 
A  für  i  =7 
0  für  i  z^j     ' 
A  für  I  =  j 


als  den  Coefficienten  von  a^j  o^^  bei  der  Entwickelung  der   Deter- 

1* 


Hüfssätxe  aus  der  Mathematik  und  der  Mechanik. 


minante.  Die  Ausdrücke  für  diese  abgeleiteten  Functionen  werden 
erhalten  —  bis  auf  das  Zeichen  —  indem  man  aus  der  Deter- 
minante diejenigen  Reihen  und  Zeilen  wegstreicht,  die  sich  in  den- 
jenigen Elementen  schneiden,  welche  in  dem  Nenner  des  Differen- 
tialquotienten vorkommen. 

Sämmtliche  Differentialquotienten  einer  Determinante  lassen  sich  als 
ganze  Functionen  der  Differentialquotienten  erster  Ordnung  ausdrücken. 

Wenn  man  die  adjungirte  Determinante  von  o^y  mit  Uij  be- 
zeichnet, so  daß  also: 

so  bekommt  man  nach  dem  Multiplicationstheorem  und  unter  Be- 
rücksichtigung von  (2): 


und  mithin 

ccij    X 

aij    =J», 

(3) 

CCij    =  J»-^. 

Hieraus  und  nach 

(1)  bekommt  man  weiter:^ 

(4)           ^5-^^ —  = 

€Ckj,  «kl 

Für  den  Differentialquotienten  dritter  Ordnung  bekommt  man 

in  ähnlicher  Weise: 

atj,  a„,  a^^ 

(5)  J» 


Aus  (4)  folgt: 


CCkjy  CCj^i,   CCj^q 
**Pjy  **pP  ^pq 


Ö«J 


^^ij^Hi 


=  -zl 


ÖM 


d  a.,  d  aj^^ 


oder,   da  die  Gleichung  eine  Identität  ist  und   zf  also  wegdividirt 
werden  kann: 


(6) 


da.jdoj^i  da^^doj^j 
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§  L     Sätze  aus  der  DetenninafUentheorie. 


{^) 


Aus  (4)  folgt  weiter,  daß  für  J  =  0 

dJ     dA    ^     dA     ÖA 

ISin  System  von  linearen  Gleichungen: 


(8) 


«21  ^1   +  ^2  ^2  +  •  •  •  +  ^2m^«  =  *2 


hat  zur  Lösung 

unter  Voraussetzung,  dass  J  =^  0. 

Ist  J  s=  0,  sind  aber  die  Dififerentialquotienten  erster  Ordnung 
nicht  sämmtlich  gleich  Null,  so  lautet  die  Lösung  von  (8): 

WO  ir  einen  beliebigen  Werth  (1,2, ...  n)  annehmen  kann. 

Sind  die  rechten  Glieder  von  (8)  sämmtlich  gleich  Null,  so  be- 
kommt man  aus  (10)  die  bekannte  Formel: 


(11) 


^i 

^. 

dA 

~     BA 

öa,^. 

da 

(j=  1,2,  .  .  .  n). 


Wenn  J  =  0,  so  sind  somit  die  Gleichungen  (8)  nicht  von  einan- 
der unabhängig,  und  man  kann  durch  (10)  oder  (11)  n  —  1  von  den 
Ghrössen  Xj   durch  eine  derselben  [x^  linear  ausdrücken. 

Wenn  nicht  nur  J,   sondern  auch  sämmtliche    Unterdeterminanten 
~  Differentialquotienten)  erster  Ordnung  verschwinden,  dann  hat  man, 
wenn  z.  B. 

öo,,  da„   ^ 
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folgende  Ausdrücke  f&r  xy, 
(12)       ^'^  ^'^ 


da.,  da^^   ^       da.^da^ 


11         21 


'li  "  ••« 


i"^da     do  .^«  ■*" -Hl    »•  da     da     d 
11       2;  «"=»1  11       2« 


>j 


§  2.    lieber  Functionaldeterminanten. 

Wenn  yi,  yj>  •  •  .y»  »i  Functionen  der  n  Veränderlichen  x^, 
x^j  •••^n  bezeichnen,  dann  nennt  man  FunctionaUeterminante  oder 
jÄOOBi*sche  Determinante  (weil  zuerst  von  Jacobi  näher  studirt)  die 
folgende: 


(1) 


J  = 


dxi '  do^ 


(2) 


Dieselbe  wird  auch  öfters  in  folgender  Weise  bezeichnet: 

j^  ^(yi»ytf »»-ly«) 


Wenn  yj,y,, ..  .y^   die   partiellen   Differentialquotienten   einer 
Function  f  sind,  also: 

so  wird  die  Determinante  die  HEsss^eche  Determinante  von  f  genannt, 
und  ihr  Ausdruck  ist  somit: 


(3) 


H 


av 


d  x^d  Xj 


(^J=  1,2,  ...n). 


Jede  Functionaldeterminante  läset  sieh  als  Quotient  zweier  Deter- 
minanten darstellen. 

Wenn  nämlich  djx^,  djx^, . .  .  djx^  irgend  ein  System  von  gleich" 
zeitigen  unendlich  kleinen  Aenderungen  von  x^^  x^,  . .  :r^  bezeich- 
nen, so  sind  die  en^^pr^cAemf^n  Aenderungen  von  yj,yj,...,y^  durch 
folgende  Formel  gegeben: 


§  2.     üebar  Funetionaldeterminante». 


4yi 
4y. 


«»•4x,  +  |^«^,.+  ...  +  |^4*«. 


^y% 

dx^ 


dx. 


öy, 


öy. 


dy. 


4y»  =  ^"^-^i+^^-^,+  ---+if"rfi'«- 


da^i 


dx^ 


dx. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Multiplicationstheorem: 


dxj 


^i^J 


wo 


c,j 


öy< 


a>  =  |^«^x. +  J^«^.,,+  ...  +  ^4'«  =  '^yo 


dxi 


«*. 


und  man  hat  somit: 


(4) 


J  = 


d  X- 
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_     I  ^jVi 


d.Xi 


(«ij=  1,2, ..  .,n) 


Aus  diesem  Satze  kami  man  verschiedene  wichtige  Eügenschaften 
der  Functionaldeterminanten  ableiten;  im  Besonderen  folgt  hieraus 
unmittelbar,  dass: 


(5) 

und  speciell 

(6) 


dyt 

dxj 

^ 

d 

Vi 

X 

du. 

dxj 

1  = 

d 
d 

> 

f 
k 

6 
d 

Xi 

• 

Der  wichtigste  Satz,  der  sich  auf  Functionaldeterminanten  be- 
zieht, ist  in  dem  folgenden,  von  Jacobi  aufgestellten  Lehrsatz  enthalten: 

Die  Determinante  van  Functionen^  die  nicht  unabhängig  wm  einan-' 
der  sind,  verschwindet^  und  Functionen,  deren  Determinante  verschwindetj 
sind  nicht  unabhängig  von  einander. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  wird  von  Jacobi  in  folgender  Weise 
bewiesen.  ^ 


'  Jacobi:  lieber  FonctionaldetermiDaiiten,  herausgegeben  yon  P.  StIcxel. 
OfltWAU>*8  Klassiker  Nr.  78. 
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Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  Determinante  von  Functionen, 
die  nicht  unabhängig  von  einander  sind,  verschwindet 

Es  seien  /oi/ii  •  •  •  /i»  i^icht  unabhängig  von  einander,  es  bestehe 
vielmehr  zwischen  ihnen  die  Gleichung: 

(7)  mro,fi,---Q^o, 

die  zu  einer  identischen  wird,  wenn  man  für  f^ff^, , , .  j  f^  die  Aus- 
drücke in  den  Veränderlichen  Xq,x^,.  .  ,  yx^  einsetzt,  denen  sie  gleich 
sind.  Di£ferentiirt  man  die  vorhergehende  Gleichung  nach  den 
einzelnen  Veränderlichen,  so  erhält  man  folgendes  System  von  Glei- 
chungen: 

dx,     dfo'^dx,     ÖA  "^  ••'■*"  ö«,     dfn' 


0  =  1^  1?+^  ^+...  +  1^ 


dn 

dx»     dU  ^    dx^     dfi    '    '  "    *    dx^     dfn' 

Diese  n  +  1   Gleichungen  lassen  sich  ansehen  als  ein  System 
linearer  Gleichungen  zwischen  der  gleichen  Anzahl  von  Unbekannten 

dH    dn  BH 

bei  dem  die  constanten  Glieder  gleich  Null  sind.  Bei  einem  solchen 
System  muss  nach  (9)  §  1  die  Determinante  verschwinden,  falls  nicht 
etwa  alle  Unbekannten  gleichzeitig  verschwinden.    Es  können  aber 

nicht  alle  Grössen  -^  u.  s.  w.  gleichzeitig  verschwinden,  denn  das 

würde  bedeuten,  daß  II  von  allen  ^>/i>  •  •  •  /*„  fi^i  wäre.  So  oft 
also  die  Functionen  foyfi7  *  *  *  7  fn  lücht  unabhängig  von  einander 
sind,  muß: 

dfi 


dX' 


=  0         (i,i  =0, 1,. .  .  ,n) 


werden.     Und  das  war  zu  beweisen. 
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Der  Beweis  von  Jacobi  für  den  zweiten  Theil  des  Satzes  — 
dass  Fonctionen,  deren  Determinante  verschwindet,  nicht  unabhängig 
von  einander  sind  —  ist  etwas  umständlicher.  Er  ist  indessen  ein- 
fach und  übersichtlich  und  ich  gebe  deswegen  diesen  Beweis  hier 
wörtlich  wieder. 

Wir  wollen  mit  J^,  A^, . .  . ,  A^  die  Ausdrücke  bezeichnen,  die 
man  in  der  Determinante 


/  = 


d  X' 
j 


(i,j  =  0,  l,...,ii) 


der  Reihe  nach  mit 


dfo     dfo 

9    "ä >  •  •   • 


multiplicirt  findet     Dann  hat  man  nach   (2)  §  1   die  identischen 
Oleichungen: 


(8) 


9fo  j     ,  ,    df,j 


^  ~  x^r  -^0  +  xr  -«1  +  •  •  •  + 


(9) 


0  = 


9U_ 
da« 


4,+ 


öx. 


Ä    -^  4-  ^  A 


0  = 


0  "•"  TTüT     1  ■»•••■»    ~^      •^-  • 


drEo 


bxx 


das. 


Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Functionen  unabhängig  von 
einander  sind;  sind  sie  es  nämlich  nicht,  so  gilt  bereits,  was  wir 
beweisen  wollen,  dass  die  Functionen  nicht  unabhängig  von  einander 
sind.  Man  kann  nun  n  von  den  Veränderlichen  jt^^t^,  . . . ,  x^  etwa 
jTj.Xj, .  . . ,  JT^  durch  x^  und  /"jj/i,  •••/"„  ausdrücken. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  von  x^^x^^ , . ,  ^  x^  in  die  Function 
f^  ein,  so  wird  /^  eine  Function  der  VeiUnderlichen: 


Die  partiellen  Di£ferentiale  in  Bezug  auf  diese  Veränderlichen 
woUen  wir  in  Klammem  einschliessen.     Dann  wird: 
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d 

d 


und  femer,  wenn  i  irgend  einen  der  Indices  1,2, . .  . ,  n  bezeichnet: 

M _  (^\  M  A.  IIA]  Mo.       ^  (^]  LL- 

dx,-\dfj  dx,^\dfj  dx,^  •••  '^  [df.l  dz,' 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (8)  ein,  so  erkennt  man,  dass  die 
Ausdrücke,  die  der  Reihe  nach  mit: 


(dfA    IdfA  (BfA 


multiplicirt  sind,   wegen  (9)  identisch  verschwinden.     Mithin  ergiebt 
sich  die  bemerkenswerthe  Formel: 


(10)  '={ii)^- 


Verschwindet  also  die  Determinante  auf  der  linken  Seite,   so 

mnss  entweder  {-^]  oder  die  Determinante: 

\dxj 

(11)  ^  =  114  (ij,=  l,2,...,n) 

verschwinden. 

Wir  setzen  voraus^  dass  die  Behauptung  für  n  Functionen  gilt, 
oder  dass  n  Functionen  nicht  unabhängig  von  einander  sind,  wenn 
ihre  Determinante  verschwindet  Mithin  würden,  wenn  die  vorher- 
gehende Determinante  Ä  verschwände,  die  Functionen  /li/^»  •  •  •  »/I, 
in  Bezug  auf  j:^,  j:,,  •  •  •  i  ^„  nicht  unabhängig  von  einander  sein,  und 
das  widerspricht  der  Voraussetzung,  die  wir  gemacht  haben.  Folg- 
lich muss  der  andere  Factor  (^-^)  verschwinden,  und  hieraus  folgt, 

dass  /^  allein  von  /l,/i,--->/^  ohne  die  Veränderliche  x^  aus- 
gedrückt werden  kann.  Mithin  sind  die  Functionen  /"o  >  /i  i  •  •  •  >  /I, 
nicht  unabhängig  von  einander,  was  zu  beweisen  war. 

Nachdem  wir  die  Behauptung  f&r  n  +  1  Functionen  bewiesen 
haben,  sobald  sie  ftir  n  Functionen  gilt,  wird  sie  allgemein  gelten. 


§  2,     Ueber  Fundionaldeterfninanien.  11 


sobald  sie  fOr  zwei  Functionen  erhärtet  ist     Das  geschieht  folgen- 
dermaßen. 

Es  seien  f^  und  f^  Functionen  von  x^  und  x^j  deren  Deter- 
minante verschwindet,  oder  es  sei  identisch: 

MM  «  MM==o. 

dXf  dxi         dxi  dXf 

Nun  ist  /*!  entweder  eine  Gonstante  oder  enthält  wenigstens- 
eine der  beiden  Veränderlichen,  etwa  x^,  und  dann  läßt  sich  x^  durch 
Xq  and  /*,  ausdrucken.    Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  f^  ein,  so  wird : 


mithin 


A  _  /'MI  j.  l^ 

M  _  (^]  M 

dx,-  [dfj  a*,' 

o  =  MM_M.M  =  (^] 

dxt  dxi       dxi  dx,       V^x«/ 


M 

dxi 


d  f 

Der  zweite  Factor  ^-^  verschwindet  nicht,  da  wir  voraussetzen, 
daß  ^  gerade  x^  enthalten  soll,  mithin  ist: 


m-o- 


t 
oder  die  Function  /j^,  ausgedrückt  durch  x^  und  /"^  wird  firei  von 
Xq  und  ist  eine  Function  von  ^  allein.    Hiermit  ist  dargethan:    So 
oft  die  Identität: 

MM^MM^o 
öXq  dxi       dxi  dx^ 

besteht,  ist  entweder  f^  eine  Gonstante  oder  /^  eine  Function  von 
f^,  und  es  sind  also  die  Functionen  f^  und  f^  nicht  unabhängig  von 
einander,     und  das  war  zu  beweisen. 

So  lautet  der  JACOBi'sche  Beweis  für  diesen  wichtigen  Satz. 

Die  obigen  Theoreme  können  auch  in  folgender  Weise  ausge- 
drückt werden: 
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1.  FunctioneUj    deren  Determinante   nicht  verschwindet^  sind  von 
einander  unabhängig, 

2.  Die  Determinante  von  Functionen^  die  unabhängig  von  einander 
sindy  verschwindet  nicht. 

BeispieL    Es  seien  gegeben  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

05*  +  y«  +  *«  =  r* , 
(it  -  a)«  +  y"  +  *«  -  r« , 
aa5+/?y  +  y«  —  ^  =  0. 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  diese  Gleichungen  von  einander  unabhftngig, 
sind  zu  suchen. 

Die  Functionaldeterminante  lautet: 


J»4 


«,  y,  * 

o,  0,  0 

x-a,y,x 

=  4 

Ä  -  o,  y,  * 

o*  A  r 

«>  A  r 

4a 


y, » 
A  r 


Die  Determinante  verschwindet,  und  die  Gleichungen  sind  also  nicht  un- 
abhftngig von  einander,  wenn: 


oder 


a  =  0, 


Im  ersten  Falle  werden  in  der  That  die  zwei  ersten  Gleichungen  iden- 
tisch, im  letzteren  Falle  wird  die  dritte  Gleichung  aus  den  anderen  abgeleitet, 
indem  man  die  Gleichungen  von  einander  subtrahirt. 

Die  Determinante  verschwindet  auch,  wenn  y  und  x  solche  Werthe  haben,  dass 

yy  -  |9«  s=  0. 

Die  nfihere  Untersuchung  solcher  Ffille  wird  in  dem  folgenden  Paragraphen 
gegeben. 

Wenn  die  n  Gleichungen,  welche  die  Grössen  yi,y2»  •  •  •  >  y«  ^^^ 
^1 9  ^2 '  *  *  *  >  ^n  ^^  einander  verbinden,  impliciter  Form  sind,  also  von 
der  Form: 

/l(yi>yi» •  • -»ym;   aii^i>---,*J  =  o      (t  =  1,2, ...,n), 


80  kann  man  die  Functionaldeterminante: 
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dXi 


(l  J  =   1,  2,  .  .  .  ,  7*) 


folgendermassen  bilden. 
Man  hat 


0 


dXj       \dxj) 


..  + 


und  mithin 


(dx)- 


nnd  68  ist  also: 


öy,  dxj' 


oder 
(12) 


8/; 

X 

=  ( 

öy«  I       /_ 


dx 


'i'  I  (^) 


Uv  I  * 


lA 


§  3.    Vielfache  Lösungen  eines  Systems  von  Gleichungen. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Theorie  der  Functional- 
determinanten  bezieht  sich  auf  die  üntersuchang  der  vielfachen 
Lösungen  eines  vorliegenden  Systems  von  Gleichungen. 

Es  sei: 


yn(yi'yi»---'yn;^)==o 


ein  System  von  n  gleichzeitigen  Gleichungen,   in  denen  ausser  den 
Grössen  yi  >  y2  >  •  •  •  >  y„  anch  ein  Parameter  x  vorkommt 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  zu  dem  Werth  x  ^  x^  das  Werth- 
system  y^i,y^,, . . . ,  y^^  gehört,  und  wollen  nun  diejenigen  Werthe 
von  ViiV^j '  -  '  yj/n  bestimmen,  die  einem  Werth  von  x  in  der  Nähe 
von  X  =  Xq  entsprechen. 
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Wir  setzen  zu  dem  Zweck: 

Ifi^A  +  Vi, 
und  die  Gleichungen  (1)  lauten  somit: 

Vi{y\  +  ^uA  +  ^iJ'"jy\  +  nn\  ^o  + 1)  =  o, 

wo  t  =  1,2, . . . ,  n. 

Entwickeln  wir  nun  diese  Gleichungen  nach  dem  TAXLOB'schen 
Lehrsatze  und  beachten,  dass  nach  der  Voraussetzung: 

80  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  i;^,  17,, . . .,  17^  die  Gleichungen: 


(2) 


''^^.  +  '-^.%  +  -"  +  '^%  +  '-^i  +  R. 


^<Pf 


'?i  +  H-'fl,  +  -  +  ^^«  +  ^'l  +  Ä.= 


dy. 


öy« 


dx 


0, 
0, 


'^>I+l^"^S  +  ..-  +  l^-^n  +  fe|  +  Ä.  =  0, 


By, 


By% 


dyn 


wo  Äj,  J?j, . . . ,  Ä^  die  Glieder  zweiten  oder  höheren  Grades  in  den 
Elntwickelungen  bezeichnen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Functionaldeterminante  von  (p  mit  A^ 
so  dass: 


(3) 


öyj 


(ij=l,2,...,n), 


und  setzen: 

(4) 

80  dass  auch: 


^  =  I  «ü  I , 


80  ist  die  Lösung  von  (2)  ton  dem  Werth  der  Functionaldeterminante 

'WtfiOS: 

J  +  O, 
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80  bekommt  man  nach  (9)  §  1: 

4.ÄM4.ÄII.  +»!£ 

Die  Glieder,  die  mit  R^  multiplicirt  sind,  sind  mindestens  von 
dem  zweiten  Grad  in  |  und  tip  und  weil  nun  2f  4=  0,  ^^  kann  man 
I  so  klein  wählen,  dass  die  Glieder  in  der  letzten  Reihe  beliebig 
klein  ausfallen  im  Verhältniss  zu  dem  ersten  Glied.  Es  folgt  hieraus, 
dass  zu  einem  hinreichend  kleinen  Werthe  von  |  in  diesem  Fall  ein 
einziges  System  von  Werthen  f&r  die  Größen  17.  gehört 

Wenn  2f  =^  0,  so  ist  die  Lösung  somit  eine  einfache, 
Ist  dagegen  J  =  0,  sind  aber  die  Unterdeterminanten  erster  Ord- 
nung von  J  nicht  sämmüich  verschwindend,  so  lautet  die  Gleichung  (5): 

WO 

""  dx  dcLii        dx  dti^  dx   d(»M 

Andererseits  hat  man  nun  nach  (10)  §  1: 

WO  j  s  1, 2, . . . ,  n  und  s  einen  beliebigen  Werth  (1, 2, . . . ,  n)  an- 
nehmen kann. 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  kann  man  sämmtliche  17^  durch  einen 
einzigen,  z.  B.  17^  ausdrücken.  Behalten  wir  nun  in  (6)  nur  die  Glieder 
niedrigster  Ordnung,  so  lautet  diese  Gleichung: 

(8)  Cfi\  +  Bfi^^  +  Ä^^O, 

wo  man  das  zweite  Glied  vernachlässigen  kann,  wenn  ^^  =^  0.    In 
diesem  Fall  hat  man  also: 


1?,  =  ±Vl|/-4 
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und  jedem  Werth  von  |  entsprechen  zwei  verschiedene  Werthe  von 
rjy    Man  hat  also  hier  eine  Doppellösung. 

Würden  nun  weiter  auch  sämmtliche  ünterdeterminanten  erster 
Ordnung  von  A  verschwinden,  so  würde  man  die  Lösung  von  (2)  in 
folgender  Weise  erhalten: 

Aus  (7)  erhält  man: 

WO  s  einen  beliebigen  Werth  (1,2, . .  . ,  n)  annehmen  kann. 

Da  nun  in  diesem  FaUe  nach  §  1  n  —  2  von  den  Grössen 
^i>^i>  •  •  •  I  '/n  ®^^^  durch  zwei  beliebige  von  ihnen  —  z.  B.  i/j  und 
17a  —  ausdrücken  lassen,  so  erhält  man  aus  (9)  für  ä  =  1  und  *  =  2 
zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

0  =  E^fi\  +  E^fi^fi^  +  E^fi\  +  {E^fi^  +  E,fii)i  +  J?er  +  ^rl« 

und  wenn  die  Coefficienten  E  und  F  nicht  verschwinden,  so  bekommt 
man  nun  also  eine  vierfache  Lösung  der  Gleichungen  (2). 

Wir  finden  also,  dass,  wenn  die  Functionaldeterminante  für  be- 
stimmte Werthe  der  Grössen  x  und  y^  verschwindet,  zu  diesen  Werthen 
immer  eine  vielfache  Lösung  des  vorliegenden  Systems  von  Gleichungen 
gehört 

BeispieL    Man  betrachte  die  Gleichungen: 

(a?  -  a)«  +  y«  -  1  =  0 , 
aj«  +  y«  -  1  =r  0 , 
wo  a  einen  Parameter  bezeichnet 

Die  Functionaldeterminante  lautet: 


«,  y 


-4ay, 


welche  verschwindet,  wenn  a  «  0,  in  welchem  Falle  die  Gleichimgen  nicht 
unabhängig  sind,  und  fSr  y  =  0.  Dem  letzteren  Falle  entspricht  in  der  That 
eine  Doppellösung  des  vorliegenden  Systems. 

§  4.  Lineare  Substitutionen. 

Wenn    man    die   Grössen  Xy^,x^, . . . ,  x^  gegen   neue   Grössen 
I/iJ^z' ' ' '  yVn  vertauscht,   welche    mit  den   vorigen   durch  lineare 


§  4,  Lmeare  Substitutionen,  17 

Relationen  yerbunden  sind,  so  entsteht  eine  lineare  Substitutian.    Bei 
einer  solchen  ist  also  allgemein: 


(1) 


'i  =  ^11^1  +  riiys  +  •  •  •  +yi,y.. 


X,   = 

X. 


*• = y.iyi  +  rmi/i  +  •••  +y..y«- 

Man  nennt  diese  Substitution  orthogonal^  wenn 

(2)  i:*'i=i:y*«- 

Setzt  man  die  Gleichungen  (1)  in  (2)  ein,  so  bekommt  man  für 

eine    orthogonale    Substitution    folgende    Relationen    zwischen    den 

C!oefiicienten: 

^  f     0  fttr  li  =1=  V 


welche  Gleichungen  auch  in  folgender  Weise  geschrieben  werden 

können: 

_  J     0  für  /i^=v 

f/ii  /vi 


_  f     0  für  /i^=v 


Die   Anzahl   dieser  Relationen   zwischen   den   Coefficienten   in 

einer    orthogonalen   Substitution    ist  — ^— ^ — -^    und    da   die  ganze 

Zahl  der  Coefficienten  gleich  n^  ist,  so  ist  die  Zahl  der  unabhängigen 
Coefficienten  also 


Für  n  =  3  hat  man  also  drei  unabhängige  Coefficienten  (die 
EhiLEB'schen  Winkelcoordinaten).  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  dem 
allgemeinen  Fall  die  n^  Coefficienten  sich  rational  durch  \n{ji^  1) 
unbestimmte  Grössen  ausdrücken  lassen. 

Mit    Hilfe   der   Relationen    (3)   erhält  man   nach   dem   Multi- 

plicationstheorem 

J*  =  +  1 . 

Die   bekannteste   orthogonale  Substitution  ist   diejenige,   durch 

CüABUBB,  Mechanik  des  HimmelB.  I.  2 
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welche  man  die  Veränderungen  der  Coordinaten  bei  einer  Drehung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  ausdrückt 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Transformationen  eines 
Polynoms  zweiten  oder  höheren  Grades  mittels  orthogonalen  Sub- 
stitutionen. 

Ganze  homogene  Functionen  nennt  man  Formen.  Diese  Formen 
sind  quadratisch,  cubüich  XL  s.  w.,  je  nach  ihrer  Gradzahl.  Dieselben 
werden  binäre,  ternäre  u.  s.  w.  Formen  genannt,  je  nachdem  die  Zahl 
der  eingehenden  Veränderlichen  zwei,  drei  oder  höher  ist 

Eine  quadratische  Form 

(4)  /"^S^i^i^i         (2j=  lj2,...,  w), 

wo  Oij  =  Oji ,  kann  immer  durch   eine  orthogonale  Substitution  in 
eine  Summe  von  nur  Q;uadraten  transformirt  werden. 

Macht  man  nämlich  die  Substitution  (1)  in  (4)  und  bestimmt 
die  Coefficienten  Yij  so,  dass 

(5)  ^OijYinYi^^^    ^    i^^'^j 

so  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  yii  hier  ^    I"       Relationen. 

M  (n.    I     W 

Da   die  Substitution   orthogonal  sein   soll,   kommen  noch  — ^-z — - 

Relationen  dazu,  und  hiermit  hat  man  die  genügende  Zahl  von  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  Coefficienten  yij. 

Diese  Bestimmung  geschieht  in  der  folgenden  Weise. 

Man  kann  (5)  folgendermäassen  schreiben: 

/l/*[«ll  Y\^  +  «12^2^  +  ...  +  «in^nr  ]  +  rtA^^txYiy  +  «22  ^Ji'  +  •  «  •  + 
+  Ö2n  /n  J  +  . . .  +  Yn,.  [«„i  /i  v  +  «„j  ^2^  +  • ' '  +  «n«  r*  J  =  0  . 

Andererseits  ist  nach  (3): 

Yi^  •  Yir  +  /ba*  •  ?'2»'  +  •  •  •  +  r«A*  •  r«y  =  0 . 

Setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  ju  =  l,2,...,n  mit 
Ausschluss  des  Werthes  fi  ^  v,  so  findet  man  bei  einem  Vergleich 
zwischen  den  so  entstandenen  beiden  Gleichungssystemen,  dass 


§  4,     Lineare  SubsühUionen. 
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-^    ,  ,  ,    SS • 

Nennt  man  den  gemeinsamen  Werth  dieser  Quotienten  #,,  so 
bekommt  man  also  folgendes  System  von  Gleichungen: 


(6) 


«11  ri^  +  («M  -  '^)y2^  + . . .  +  öi«y«r  =  0, 

Wird  noch  die  Gleichung 


(6*) 


/..*=! 


hinzugefügt»  so  sind  hierdurch 
bestimmt 

Eis  wird  weiter  ofifenbar 


die  Coefficienten  y^y,  y^^,  . .  .,  yn^ 


(7) 


/'='iyi*  +  '2ya'  +  ---  +  'nyn*^ 


und  somit  ist  die  betrefifende  Rednction  fertig  gebracht. 

Zur  Bestimmung  von  s^   hat  man  nach  (6)  die  Gleichung  n^ 
Grades: 


(8) 


F(s)^ 


«11- 


8 


^a>  •  •  '»^w 


»21  J 


^3  j  *  >  •  •  •  >  ^  1 


«nl'        ^n2»  •••>^«n-'* 


=  0. 


Diese  Gleichung  hat  (für  reelle  aij)  nur  reelle  Wurzeln. 

Dieser  Satz  wird  in  folgender  Weise  bewiesen. 

Es  seien  *^  und  Sy  zwei  conjugirte  imaginäre  Wurzeln.  Die 
entsprechenden  Coefficienten  yif^  und  /{,  müssen  dann  auch  con- 
jngirt  sein,  so  dass  man  setzen  kann: 


o* 
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Yifi  =cci  +  y—ißi, 


Hieraus  folgt 

r.>  Vir  =  cc.*  +  ß^K 

Nun  ist  aber  nach  (3),  weil  die  Substitution  orthogonal  ist, 
und 

welche  Gleichungen  sich  ofifenbar  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen widersprechen.  Die  Wurzeln  können  also  nicht  imaginär 
ausfallen. 

Dagegen  können  mehrfache  Wurzeln  von  (8)  auftreten. 

Hat  F{s)=0  eine  doppelte  Wurzel,  dann  muss  für  diese  auch 

mithin 

A       züT/x  ö/^        dF  BF 

d  F 
sein.   Diese  Gleichung  mit  -^ —  multiplicirt  lautet 

0  ^  F'( )—  =  —  —  -^  —  —  — —  —       —  —  — 

'  d on  d Oll   d Oii       d a^f  d Oit       '"       donn  don 

Nach  §  1  Formel  (7)  ist  aber,  weil  i^=  0, 


also 


dF     dF         dF      dF 

da^j    da^i~   da-i    doj^.  ' 

dF 

dF          dF      dF          dF 

dF 

doit 

d  Oll         d  dii     d  an         d  On 

d  Oii  ' 

das  letztere,  weil  die  Determinante  F  symmetrisch  ist     Man   hat 

demnach 

^        j^yf.dF  [dFY      (dFY  (dFy 

aus  welcher  Gleichung  nun  folgt,  dass  sämmtlic/te  Unterdeterminanten 
zu  F  von  der  ersten  Ordnung  verschwinden. 
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In  diesem  Falle  wird  aber  nach  Formel  (12)  in  §  1  die  Lösung 
TOD  (6)  die  folgende 

SO  dass  die  Coef&cienten  yi^  sich  durch  zwei  derselben  ausdrücken. 
Durch  die  Gleichung 

/*/  =  1 

kommt  eine  Bedingung  hinzu.  Man  kann  also  einem  von  den 
Coefficienten,  z.  B.  y^y,  einen  beliebigen  Werth  zuertheilen. 

Bei  einer  Dappelumrzel  Sy  kann  also  einer  van  den  entsprechenden 
Coeffidenten  yi^  willkürlich  gewählt  werden.  — 

Bei  einer  vielfachen  Wurzel  können  mehreren  von  den  Coeffi- 
cienten  beliebige  Werthe  zuertheilt  werden. 

Die  Form 

bleibt  doch  immer  bestehen.    Einer  vielfachen  Wurzel  entsprechen 
mehrere  Glieder  mit  demselben  Factor  s. 
Beispiel  1.     £s  sei  die  binäre  Form 

gegeben;  dieselbe  soll  durch  eine  orthogonale  Substitation 

«i  "  Yii  Vi  +  rii  y% 
Äi  =  Yii  Vi  +  r«  y% 

in  eine  Stimme  von  Quadraten  umgeformt  werden. 

Man  bekommt 

3  -  5,    4 


Es  wird  also 


(*-7)(«  +  l). 


4,     8-« 

und  die  entsprechenden  Werthe  der  Coefficienten  sind 

1  _     1 


1/y  '"    1/2" 


1       _     1 

y«  ""  71=^  *  f  M  —  "" 


VT  '"         VT 
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Beispiel  2.     FQr  die  temäre  Form 

bekommt  man 

also 

*i  =  *t  =  1 ;      «g  =  11 . 

Man  hat  es  hier  also  mit  einer  Doppelwurzel  zu  thun.  Einer  von  den 
Coef&cienten  y  kann  mithin  willkürlich  gewählt  werden.  Er  sei  fn*  Man 
bekommt  dann 


Tu  "  Tu  '  f ii  *=  ~  r  l"~yxi*'  Tu  —  ^ ' 


2]/l-y„'   .  ^    ^       2y„       .  1 


Was  för  ein  Werth  auch  dem  Coefficienten  Yh  znertheilt  wird,   so   hat 
man  doch  nun  immer 

/•  -  ajj*  +  Sä,*  +  8ä, iB^  +  9  V  =  yi«  +  y,"  +  11  y,*. 


§  5.    Lineare  DifTerentialglelchungen  mit  periodischen 

Coefficienten. 

Solche  Differeiitialgleichuiigen  kommen  in  der  Mechanik  des 
Himmels  häufig  vor.  Ihre  Theorie,  von  Hbbmitb  begründet,  ist 
Zuerst  von  Floqüet  systematisch  dargestellt  worden  in  den 
,, Annales  de  l'^cole  Normale''  für  die  Jahre  1883  und  1884. 

Ich  werde  mich  hier  besonders  mit  einem  System  von  gleich- 
zeitigen linearen  Differentialgleichungen  beschäftigen,  zuerst  werde 
ich  indessen  die  Grundzüge  der  FLOQüEr'schen  Untersuchungen  kurz 
wiedergeben. 

Gegeben  sei  also  eine  lineare  Differentialgleichung  n^  Ordnung 

WO  p^,  . . .  ,p^  periodische  Functionen  von  x  mit  derselben  Periode    m 
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sind     Für  die  Anwendungen   dieser  Gleichung  in   der  Astronomie 

genügt  es  im   Allgemeinen  anzunehmen,   dass  diese   Coefficienten 

eindeutige,     stetige     und     analytische     Functionen     von    x    sind, 

die    in  jedem    Punkt  a  sich    nach    den    positiven    Potenzen    von 

X  —  a   entwickeln   lassen.     Durch   die   Untersuchungen  von  Füchs 

in  Cbelle's  Journal  Bd.  66,    welche  ntmmehr   in   die  Lehrbücher 

übergegangen  sind,  ist  es  bekannt,  dass  man  dann  in  jedem  Punkt 

ein  System  von  m  Potenzreihen  finden  kann,  welche  die  Gleichung  (1) 

befiriedigen,  und  aus  denen  jedes  andere  Integral   sich  linear  aus- 
drücken   lässt      Diese  Potenzreihen    bilden  zusammen   ein  Funda- 

mentalsystem  van  Integralen, 

Es  sei  nun  /i(ar),  /i(ar), . . . ,  f^{x)  ein  derartiges  Fundamental- 
system zu  (1).  Dann  müssen  auch  fi(x  +  (o)^  /^ (^  +  co) ,  •  • .  > 
f^  {x  +  w)  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Es  ist  nun  immer  mög- 
lich ein  System  von  Coefficienten  Aij  zu  finden  von  der  Art,  dass 

(     /;('  +  «)  =  ^11  /i  W  +  ^12  /;  W  +  •  •  •  +  An  fn(') 
f^(x  +  (0)  =  4i  f,{x)  +  ^,  f^{x)  +  ...  +  A^  f^{x) 


(2) 


/;  (X  +  Ol)  =  j„ ,  /;  {X)  +  < ,  /i  w  + . . .  +  j, ,  /;  {x) , 


wo  die  Determinante 

(3)  |^y|  +  0. 

Wie  ein  solches  System  von  Coefficienten  bei  den  praktischen 
Anwendungen  thatsächlich  gefunden  werden  soll,  werden  wir  später 
untersuchen. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  es  möglich  ist^  ein  Integral  F{x)  von 
P(y)  =  0  zu  finden  von  der  Art,  dass 

(4)  F{x  +  (o)^s  F{x) . 

Functionen  dieser  Art,  die  also  so  beschafifen  sind,  dass  sie, 
wenn  das  Argument  mit  einer  vollen  Periode  vermehrt  wird^ 
denselben  Werth,  mit  einem  constanten  Multiplicator  s  multiplicirt^ 
wieder  annehmen,  nennt  man  periodische  Functionen  von  der  zweiten 
Gattung.    Die  Benennung  rührt  von  Hebüite  her,   welcher  zuerst 
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solche    Functionen   bei    dem   Studium    der  LAM^'schen   Gleichung 
untersucht  hat 

Dies  Integral  F{x)  muss  man  auch  durch  die  Functionen  f^  (x), 
fi(^)}  •  •  •  y  fni^)  ^^^^^  ausdrücken  können.    Es  sei  hierzu 


(5) 


^w  =  «i/;  w  +  "2/;  w  +  •  • .  +  «n/;  w^ 


wo  ti],  u^, , , ,,  u^  gewisse  Coefficienten  bedeuten,  die  nicht  sämmt- 
lich  verschwinden  können. 

Aus  (4)  und  (5)  folgt 
s F{x)  =  F{x  +  (o)  ^  u^f^{x  +  (o)  +  u^f^{x  +  (o)  +  . . .  +  u^f^{x -h (o)=- 

=  "1  [^11  /i(^)  +  ^13  /;(*)  +  .••  +  An  /;w]  + 

+  «2   [^21  /;  W  +  ^2  /;  W  +  •  •  •  +  4h  Z'nW]  + 

+ . 

+  \[<i  /;  w  +  <»  /;  w  +  •  •  •  +  4»/;w] 

Es  folgen  also  zur  Bestimmung  von  u^,  u^,  . .  .,  u^  die  Glei- 
chungen 

^2 ^i  +  (^2  -«)«,  +  ...+    <a ««        =0, 


(6) 


^n«*!  +  4«  «^         +  .  .  .  +  (^,„  -^)«,=  0, 


wo  wenigstens  einer  der  Coefficienten  u  unbestimmt  bleibt    Für  s 
bekommt  man  hieraus  die  folgende  Gleichung: 


(7) 


G{s)  = 


Al    "■  '  > 


■^tl  >     •   '    •  t 


n. 


-^2  '     "^22  *  '     •  •  •  > 


J 


n2 


-^In»  -^2n»     •  •  M    (-^„„— *) 


=  0, 


welche  man  ^i^  Gleichung  in  s  oder  die  Fundamentalgleichung  nennt 

Hat  G{8)^Q  n  verschiedene  Wurzeln,  so  giebt  es  n  Integrale, 
die  periodische  Functionen  von  der  zweiten  Gattung  sind.    Diese 
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fi  Integrale  bilden  auch  zusammen  ein  Fundamentalsystem  von 
Integralen,  denn  bestände  zwischen  ihnen  eine  hneare  Relation 

OiF,{x)  +  C^P,(x)  +  ...  +  C^P^{x)  =  0, 

so  erhielte  man,  indem  man  x  gegen  x  +  (o  yertauscht  und 
diese  Operation  n  —  1  mal  wiederholt,  n  Gleichungen,  aus  denen 
folgen  würde,  dass 


. 'i 


1, 

1,  . 

.  .  ., 

1 

»1. 

',, 

.  .  ., 

»» 

•         • 

•         • 

•       1 

.  .  ., 

1       • 

•       • 

«-1 
1 

*2 

-1 

>     • 

'  •  •> 

c-^ 

(*8-  '2)-  ••(*«-*«)        ' 


(*,-*— 1) 


was   nur  möglich  wäre,   wenn   zwei   von  den  Wurzeln  s   einander 
gleich  sind. 

Kommen  vielfache  Wurzeln  vor,  so  erhält  man  nicht  in  dieser 
Weise  alle  Integrale.  Floqüet  hat  gezeigt,  dass  zu  einer  vielfachen 
Wurzel  von  der  Ordnung  ju  ein  System  von  fi  Integralen  ^^ , . . . , 
Ff^  gehört,  die  sich  durch  periodische  Functionen  (pij{x)  von  der 
zweiten  Gattung  in  folgender  Weise  darstellen  lassen: 

^2W  =  92iW  +  ^9^aaW* 

F^{x)  =  y^i  (x)  +  x^^  (*)  +  ...  +  ^->^^  W. 

Ich  werde  mich  indessen  bei  dieser  Frage  hier  nicht  aufhalten, 
da  sie  bei  der  Untersuchung  eines  Systems  von  gleichzeitigen  Differen- 
tialgleichungen besprochen  werden  solL 

Fiin  solches  System  wird  nach  einer  Methode  untersucht,  welche 
der  FiiOQüET'schen  ähnlich  ist  Die  Discussion  wird  indessen  in 
den  Einzelheiten  etwas  anders  und  da  (1)  sich  immer  auf  diesen 
Fall  reduciren  lässt,  so  gehe  ich  zu  der  Behandlung  dieses  allge- 
meineren Falles  über.  —  Die  Bestimmung  der  Form  der  Integrale 
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für   diesen   Fall   ist  Yon   PoiNCABfi  gegeben  in   seinen   ,,M6thodes 
nouvelles  de  la  m6caniqae  c^leste^. 

Wir  nehmen  an^  dass  das  vorliegende  System  von  Gleichungen 
von  folgender  Form  ist: 


(8) 


doßi 
~d 


J  =  yil  ^1  +  9^12  ^a  +  •  •  •  +  V\n  ^n* 


"57  =  9*1  ^1  +  <Pa2  ^1  +  •  •  •  +  9in  ^n^ 


dx^ 


IT  =  »'nl  ^1  +  VnJ  ^a  +  •  •  •   +  9««^. 


WO  (p^^j  ^12  n.  8.  w.  eindeutige  und  analytische,  periodische  Func- 
tionen von  t  sind  mit  der  Periode  2n. 

Nach  der  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Gleichungen  kann 
man  sich  ein  System  von  n  Lösungen  der  Gleichungen  (8)  ver- 
schaffen: 

*1   '^V'll  (Ol    ^a=V'l2(0»    --M    ^n^'V'lnW» 


Wenn  diese  Integrale   ein  Fundamentalsystem  ausmachen,   so 
müssen  die  allgemeinen  Integrale  von  (8)  von  folgender  Form  sein: 

^l  =  ^1  V'U  W  +  ^2^21  W  +  . . .  +  C^^^^{t), 

H  =  ^1  ^^12  W  +  ^2^22  W+  .  .  .  +  C^y\>^^{t), 


WO  C^y  C^,  . . .,  (7^  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Da  die  CoefGcienten  (pij  {t)  die  Periode  2  n  besitzen,  so  bleiben 
'^{jit)  auch  Integrale,  wenn  t  gegen  t+2n  vertauscht  wird.    Also  ist 


(9) 


Vi»  ('  +  2  «)  =  ^„  Vi,  (0  +  ^1,  V,,  (0  +  .  .  .  +  ^1,  Vn«  (0  , 

Vi»('  +  2 «)  =  ^11  Vi„(<)  +  J,,  V,. W  +  .  •  •  +  ^1« V„,W 
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und  ebenso 


(9^ 


Vi. (<+  2»)  =  ^i  v„ (<)  +  ^„ v„w  + . . .  +  ^,v«,w» 


l     V„(<  +  2  «)  =  J„  !//,,(<)  +  J„  V»,,  (0  +  . . .  +  ^,„  V,»(<) 


u.  8.  w. 


Es  seien  nun  B,^  {() ,  6,,,  (0  >  •  •  •  >  ^y»  (0  periodische  Functionen 
von  der  zweiten  Gattung,  so  dass 

wo   «y  eine   Constante   bezeichnet.     Wenn   diese   Functionen  auch 
Integrale  von  (8)  sind,  so  hat  man 

e„(/)  =  Ai/^nW  +  B,^,,{t)  +  ...  +  i?,t/;,,W;       (»•  =  1,  2, ...,  n), 
und  es  ist  dann 


+ 


+  -»JAi  ViiW  +  A.  V.,(0  + . . .  +  A«V,.W]. 
= '»  CA Vu W  +  ^t  V.*(0  +  •  •  •  +  ^«  V.i W] • 

Die  QröBsen  B^  werden   also   aus  folgenden   Gleichungen  be- 
rechnet: 

(A,^-s,)B^  +  J^^B^  +  ...+     J^^B,     =0. 

(IQx  ^„A+(^,-.,)i?,  +  ...+     A^,B,     =0, 

^1- A  +  ^„ A  +  •  •  •  +  K.-^)A -  0. 

und  «y  wird  aus  der  Gleichung  (7) 


7) 
stimmt 


G{s^)  =  0 
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Wenn  man 


8y  =  e 


2a^n 


~at 


setzty  80  findet  man,  dass  e       6yt(0  periodische  Functionen  (von  der 
ersten  Gattung)  sind.     Wir  schreiben  also 

a   t 

wo  nun  Ki{t)  periodische  Functionen  der  Zeit  bezeichnen. 

Sind  sämmüiche  Wurzeki  s^  der  Fundamentalgleichung  von 
einander  verschieden,  so  haben  nun  die  allgemeinen  Integrale  fol- 
gende Form: 

X,  =  C,e''\,{i)  +  C,e'^\,  {t)  +  ...  +  C^e"^'k^,{t), 


(11) 


X,  =  C.e^'X^if)  +  C^e"*\^  W  +  .  . .  +  C^^""\,(0, 


x^=^C,e'^\^{t)  +  C,e'^\je)  +  ...  +  C7,^*"-'a„^W. 


Die  Grössen  a^  werden  von  Poincab]^  charakteristische  Exponenten 
genannt  Sie  spielen  eine  wichtige  Eolle  bei  allen  Stabilitäts- 
untersuchungen in  der  Mechanik. 

Wenn  die  Fundamentalgleichung  6(5)  »0  vielfache  Wurzeln 
besitzt,  wird  die  Form  der  Lösung  unter  Umständen  eine  andere. 

Aus  den  Gleichungen  (10)  werden  die  Quotienten  zwischen  den 
Coefficienten  B  bestimmt  Einer  von  denselben  ist  also  immer 
willkürlich  und  spielt  die  EoUe  einer  Integrationsconstante.  Würde 
G{s)  =  0  eine  Doppelwurzel  besitzen  und  für  dieselbe  sämmäiche 
ünterdeterminanten  erster  Ordnung  verschwinden,  so  könnten,  wie  wir 
in  §  1  bewiesen  haben,  zwei  von  den  entsprechenden  jS-Coefficienten 
willkürlich  bestimmt  werden.  Man  hat  dann  für  diese  Wurzel 
zwei  Integrale,  die  beide  periodische  Functionen  von  der  zweiten 
Gattung  sind,  mit  demselben  Multiplicator. 

Sind  aber  nicht  alle  Unterdeterminanten  von  der  ersten  Ord- 
nung gleich  Null,  so  kann  die  Natur  der  Integrale  in  folgender 
Weise  bestimmt  werden. 
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Ea  sei  j^  eine  Doppelwurzel. 

Zu  diesem  s^  gehört  nun  ein  System  von  Werthen  für  JB^, 
B^,  . . . ,  B^  (von  welchen  Grössen  eine  willkürlich  ist)  tmd  ein  ent- 
sprechendes System  von  6- Functionen  —  0jj,  0j„  ...,  0^^,  mit 
dem  Multiplicator  Sy    Ea  ist  dann 


wo  wenigstens  einer  von  den  Ooefficienten  B.  —  z.  B.  B^  —  von 
Null  verschieden  ist  Man  kann  daher  das  Fundamentalsystem  t//^. 
gegen  das  folgende  vertauschen: 


Öln^    ^2*'    '">    y^nn' 


Mit   Hilfe    dieses   Fundamentalsystems    bildet    man    die    Glei- 
chung in  s.    Statt  der  Gleichungen  (9)  hat  man  nun  die  folgenden: 

rp,,{t  +  2n)  =  B,,  0,,{t)  +  B,,y,,,{t)  +  ...  +  B^^rp^,(f), 

V^nii^  +  2^)  =  B^,0,,{t)  +  B^,xp,,{t)  +  ...  +  Ä^^V^^^W, 
woraus  die  neue  Gleichung  in  s  entsteht  • 


(12) 


G,  (s)  = 


s^—s, 


0,       ...,         0 

-^21  '  -^22  "~  *'    •  •  •»    ^2n 

B     mm  B     ^   m  ...,-D  S 

nl '  n2  '  '         nn 


=  0 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  müssen  mit  den  Wurzeln  von  (7) 
zusammenfedlen  (Floqüet)  und  es  ist  also 
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=  0. 


Diese  Gleichung  mass  also  eine  Wurzel  gleich  <j  haben. 

Ans  (13)  geht  hervor,  dass  es  ein  System  von  Grössen  x^, 
X,,  ...,  x^  giebt,  welche  nicht  sSmmtlich  gleich  Noll  sind,  and 
welche  die  folgenden  Gleichungen  befriedigen: 


(-Sm-'x)«j +  •••  +  ■»,»«« 


0, 


(14) 


-»„«,  +  ... +  (i?„-«i)«,  =  0. 


Wir   können   nun    aus    unserem   Fundamentalsystem  folgende 
Integrale  bilden: 

0«  W  =  *i  ©11 W  +  «,V'2i  (0  +  •  • .  +  ««V»i  w, 

©M  (')  =  «1  ö„  (0  +  X,t/»„  (/)  +  .-.  +  *„VV2  W, 


wo  Xj  eine  unbestimmte«  Constante  bezeichnet. 
Aus  diesen  Gleichungen  bekommt  man 

e,,{t  +  2n)  =  x,s,e,,{t) 

+  «,  [^21  ©1  i  (0  +  A,  V2  i  {')  +  •••  +  ^2,  V.i  W] 

+ 

=  [«,  ',  +  «2  -»21    +  •  •  •  +  «--»»il  ©nW  + 

+  [Xj5„  +  ...  +  X,5„,]l^„  + 
+ 

welche  Gleichung  in  Folge  der  Relationen  (14)  die  folgende  Form 
annimmt 
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+  *i[e,,(o-ar,e,,(o]. 

Setzt  man  nun 

80  genügt  also  @,|(0  <ler  folgenden  Functionalgleichang 

(16)  e,,(^  +  2;r)  «  ^ 01,(0  +  s,  0,,{t). 

Wird  hier  mit 

dividirt,  so  bekommt  man 

eine  Gleichung^  die  befriedigt  wird,  wenn  man  setzt 


ö!!(0  ""^^'^+  2n«/' 


wo  ^(0  eine  periodische  Function  von  t  mit  der  Periode  2n  be- 
zeichnet 

Hieraus  folgt,  dass  diejenigen  Integrale^  die  der  doppelten  Wurzel  s^ 
entsprechen^  die  folgende  Form  besitzen 

(16)  0,*W  =  0'2*W  +  2^<0,.(O, 

U30  0'a»W  ^^^  öi»(0  P^odische  Functionen  von  der  zweiten  Gattung 
mit  demselben  Multiplicator  s^  bedeuten. 

Der  Coefficient  Ä  ist  nicht  nothwendiger  Weise  von  Null  ver- 
schieden. Wenn  ^  =  0,  so  sind  sowohl  ©jiW  ^®  Öi»W  periodische 
Functionen  von  der  zweiten  Gattung. 
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Ist  s^  eine  dreifache  Wurzel ,  so  kommen  mit  t^  multiplicirte 
Glieder  zum  Vorschein  u.  s.  w.  Dieses  Thema  findet  man  (fUr  die 
Gleichung  (1))  in  der  Abhandlung  von   Floqüet  näher  ausgeführt 

Bei  den  praktischen  Anwendungen  dieser  Theorie  spielt  die 
Büdung  der  Gleichung  in  s,  G  {s)  =  0,  eine  wichtige  Bolle.  Ich  werde 
mich  deswegen  etwas  ausführlicher  bei  diesem  Punkt  aufhalten. 

Die  Aufgabe  zerfällt  in  zwei:  1)  Berechnung  eines  Funda- 
mentalsystems von  Integralen,  2)  Berechnung  der  Goefficienten  Aij 
aus  diesem  Fundamentalsystem. 

-Betrachten  wir  zuerst  die  letztere  Aufgabe.  Mittelst  der  Glei- 
chungen (9)  hat  man 


(9) 


a//„  (f  +  2  «)  =  J,,  v*,,  (t)  +  A„  t//„  {t)  +  ...  +  At„-if>„,  {t). 


und  die  Determinante 

I  V«;W  I 

ist  nicht  identisch  gleich  NulL 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  ^  =  0  eine  solche  Stelle  ist,  in  welcher 
diese  Determinante  nickt  verschwindet    Es  sei  also 

^=lv«(0)l  +  o. 

Für  /  =  0  erhält  man  nun: 

^ii  (2  «)  =  Ai  ^11  (0)  +  4»  V'.i  (0)  + . . .  +  ^,.  V„i  W  - 
Vi»  (2  n)  =  Ai  Vi»  (0)  +  A»  Vt»  (0)  + . . .  +  A,,  yj„,  (0) , 

V.„(2  «)  =  Ai  Vi,(0)  +  A»  V»n  (0)  + . . .  +  ^,»  v„{0)- 

Die  Lösung  dieser  Gleichungen  ist  nadi  §  1  Formel  (9): 
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dJ 


dA 


^'^••^=='ä^'''^^(^^)  +  "d^^«(^^^ 


+  ..-  + 


V^ini^^h 


^^«  =  #:V'a(2^)  +  -|£v'«(2^)+...  +  ^V'.^^^^^^ 


JA.   » 


dJ 


BA 


dA 


d^V'a(2^)  +  ä^V'«(2^)+..-  +  ä^V'.«(2«) 


oder  allgemein 


(17) 


J^,.= 


BA 


dA 


dA 


äyrV'a(2«)  +  -ä^V'„(2«)  +  ...  +  ä-y- V,n(2«) 


Aus     dieser   Formel    geht   nach    dem   Multiplicationsfheorem 

hervor,  dass 

dA 


'ij 


ÖV'y 


yjtj(2n) 


Nun  ist  aber  nach  Formel  (3)  in  §  1 


so  dass 
(18) 


C 

dA 

= 

J»-», 

A 

• 

=  - 

1 

J 

Vi>(2«) 

Mittelst  (17)  sind  die  Coefficienten  A..  bestimmt,  sofern  die 
Grössen  i/;..(0)  und  i/;..(2;f)  gegeben  sind.  Es  erübrigt  noch,  diese 
Grössen  zu  finden. 

Die  Functionen  y;^.  bilden  zusammen  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  von  (8).  Ein  solches  Fundamentalsystem  kann  aber 
immer  in  der  Form  von  Potenzreihen  nach  t  gefunden  werden. 
Diese  Methode  ist  zwar  in  der  Praxis  nicht  immer  die  bequemste; 
sie  führt  aber  immer  zum  Ziel  und  ich  werde  unten  an  einem 
besonderen  Beispiel  einen  anderen  Weg  zeigen,  auf  dem  man  in 
der  Astronomie  gewöhnlich  schneller  zum  Ziel  kommt 

Man  kann  also  setzen 
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und  die  Coefficienten  können  dnrch  Einsetzen  in  (8)  in  gewöhnlicher 
Weise  bestimmt  werden.  Von  diesen  Coef&cienten  können  n{n-'  1) 
willkürlich  gewählt  werden.    Wenn  man  demnach  nun  setzt: 


(19) 
80  wird 

und 


(0  für  t+j 
11    „    i  =  ; 


dJ 


J=l 


0  für  14=  ^• 


1 


w 


»  =  J 


und  man  bekommt  also  nach  (17)  für  Atj  die  einfache  Formel 


(20) 


Aj'^V^iji^^)' 


Für  die  Aufstellung  der  Gleichung  in  s  hat  man  also  die 
Functionen  y/ij  (2  n)  zu  berechnen  und  es  lautet  nun  die  Glei- 
chung  in  s 

V;2i(2^),  'i//aa(2^)-*»  --m         V^2«(2^) 


(21)      0{s) 


V'ni(2^)i         ^^«2(2^),  •..,    '^n»(2^)-* 


=  0. 


Die  Berechnung  der  Functionen  rpij  (t)  f(ir  t  =  2n  kann  in 
verschiedener  Weise  ausgeführt  werden,  nur  muss  festgehalten 
werden,   dass  man  in  Bezug  auf  diese  Functionen  die  Foraussetzung 

gemacht  hat,  dass 

(0  für  i^j 
(19*)  ^0^=1  .       .• 


§  6.    Beispiele  zum  vorigen  Paragraphen. 


Ich   nehme   an,   dass    wir  nur    zwei   abhängige   yerä.nderliche 
haben,  so  dass  also  die  vorgelegten  Gleichungen  die  folgenden  sind: 
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I  ^  =  5^11  (0*1 +  9»u  (0*1. 

(1)  l  ^ 

In  Bezog  aof  die  FnnctioneD  ^,  die  periodisch  in  t  sind  mit 
der  Periode  2n,  wird  nun  ausserdem  angenommen,  dass  ^p^j  und 
<Pn  ungerade,  ^Dj,  und  (p^^  gerade  Functionen  von  t  sind.    Es  ist  also 

1        yn(-0= -9»iiW»9»ii(-0  =  +  9»i»(0, 
(^)  \ 

^       9=ii(-0= +9>2iW.  ?'u(-0=-9>m(0- 

Es  l&sst  sich  dann  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 

'i  =  ^ji  (0 .  *.  =  ■Vm  (0 
finden  von  der  Beschaffenheit,  dass 


(8)  { 


tn(-<)  =  +  i^ii(0,  Vi.(-0=-ViiW> 
^11  (-  0  =  -  V«  (0 .  V»» (-  0  =  +  V2. (0 • 


■Man  kann  diese  Integrale  weiterhin  so  wählen,  dass 


(4)  { 


V„(0)  =  1,   V/,,(0)  =  0, 


Die  Goefficienten  Äij  sind  also  gleich  i//j^(2}r). 
Die  Relationen  (9)  §  5  lauten  nun 

Vii  (<  +  2  «)  =  ^,1  v*,,  (0  +  ^,3  i^ji  (0 , 
t//„  {<  +  2  31)  =  ^„  Vi,  (0  +  ^^1,  i/»«  w . 

1/^ji  (<  +  2  71)  =  4,  V'n  (0  +  ^M  Vii  (0 » 
Vjj  (<  +  2  n)  =  ^,1  Vi,  {t)  +  ^„  V«  (/) . 

Setzt  man  in   diesen  Gleichungen  t=  —2%,  so  erhält  man 
in  Betracht  der  Gleichungen  (3)  und  (4) 
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1=       ^iV/ii(2«)-^i,t/;,i(2«), 
0  =  -  A,,xff^^{2n)  +  A,^^^^{2n) 

und  hieraus,  weil  Aij  =  i//<^-  (2  jt), 

(  1  =  V'ii  (2  ^)  V^n  (2  »)  -  V'is  (2  ^)  V'ai  (2  ») 

l     t//u(2»)  =  V'M(2^). 

Aus  (5)  kann  man  eine  wichtige  Eigenschaft  der  charakteristischen 
Exponenten  für  diesen  Fall  ableiten. 
Die  Gleichung  in  s  lautet  nämlich 


i/;„(2^)-*,    i/;i,(2^) 
'^ai(2^),    i//22(2^)-* 


0  = 
oder 


oder  in  Betracht  der  Gleichung  (5) 

(6*)  «»-2v^ii(2;r)*+  1  =0. 

Setzt  man  nun 

(7)  s  =  e^^^«"  , 

so  wird  also  a  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt 

(8)  cos  2  a  ;r  =  %p^^  (2  n) . 

Diese  elegante  Form  zur  Berechnung  von  a  ist  zuerst  von 
Callandbeaü  angegeben  für  die  Gleichung 

^  +  («0  +  ^  cos  ^  +  «1  cos  2  ^  +  . . .)  X  =  0 , 

die   eine   grosse  Rolle   in   neueren  astronomischen  Untersuchungen 
spielt  und  offenbar  ein  Specialfall  von  (1)  ist 

So  oft  nun  der  absolute  Betrag  von  "^ni^n)  kleiner  als  Eins 
ist,  bekommt  man  aus  (8)  einen  reellen  Werth  für  a.  Eine  durch 
(1)  definirte  Bewegung  wird  dann  stabil  ausfallen. 
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Die  Differentialgleichung 

(9)  ^  =  (-l+*C08/)x 

ist  ein  SpecialflEÜl  von  (1).    Setzt  man  nämlich 

—  —  ^*  —  ^^ 

80  erhält  man  statt  (9) 

dxi 


(9*) 


=  X. 


dt     *«' 

-^  =  (-  l+bcosi)x^; 


es  ist  also  in  diesem  Falle 

9>,i  =  —  1  +  Ä  cos  ^;     y,j  =  0 . 

Die  Bedingungen  (2)  für  die  Functionen  (p  sind  also  erfällt, 
und  zur  Bestimmung  von  cc  kann  man  die  Formel  (8)  benutzen. 
Es  gilt  nun  die  Function  t//^i(2;f)  zu  berechnen. 

sollen  zusammen  ein  Integral  von  (9*)  bilden  und  dabei  ist  an- 
genommen^ dass  yj^j^  eine  gerade,  t//^,  eine  ungerade  Function  von  t 
ausmachen  und  ausserdem  ist 

Da  in  diesem  Falle 

so  sind  diese  Bedingungen  von  selbst  erfüllt,  wenn  nur  '^nit)  eine 
ff  er  ade  Function  ist  und  t^^^  (0)  =  1. 

Es  genügt  also  ein  Integral  zu  (9)  zu  suchen,  welches  diese 
Bedingungen   erfüllt     Am   nächsten   liegt  es,   das  Problem   durch 
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eine    Potenzreihe    nach   t   zu   losen.     Man   setzt  zu   diesem  Zweck 
in  (9) 

Die  Becursionsformel  f&r  die  Coefficienten  wird 


(2n  +  2)(2n+l)a.+i=  -  a. 


+  *[^n- -[27  +  -|17  -  •••  +  -^«0  J  • 


Bis  zur  vierten  Potenz  hat  man  also 
(10)      x  =  i/;,,W  =  l  +  -^(-l+*)^  +  ^(l-3*  +  *«)^  +  ... 

Da  die  Reihe  beständig  convergent  ist,  so  kann  man  natürlich 
immer  mittelst  dieser  Reihe  t/z^^  (2  n)  berechnen.  Die  Berechnung 
wird  aber  sehr  mühsam,  und  nur  für  ziemlich  grosse  Werthe  von  b 
wäre  diese  Berechnungsmethode  zu  empfehlen.  Es  lässt  sich  auch  nicht 
in  dieser  Weise  entscheiden,  ohne  ftir  b  einen  numerisch  bestimmten 
Werth  anzunehmen,  ob  der  nach  (8)  berechnete  Werth  von  a  reell 
oder  imaginär  ausfällt  Man  muss  sich  deswegen  in  der  Praxis 
nach  anderen  Methoden  umsehen. 

In  den  astronomischen  Anwendungen  dieser  Gleichung  ist  b 
im  Allgemeinen  eine  kleine  Zahl,  und  dieses  ümstandes  kann 
man  sich  bedienen,  um  den  Werth  von  a  zu  berechnen.  Dieser 
Weg  ist  auch  deswegen  von  Interesse,  weil  er  zeigt,  wie  man 
sich  einer  „Ekitwickelung  nach  den  Potenzen  der  Massen'^  be- 
dienen kann,  um  allgemeiner  gültige  Integrale  zu  erhalten. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  das  Integral  von  (9)  nach  den 
Potenzen  von  b  entwickelt  werden  kann  xmd  setzen 

x^X^  +  bX^  +*«X, +  ... 

Beim  Eünsetzen  dieses  Ausdruckes  in  (8)  zerfällt  die  zu  unter- 
suchende Gleichung  in  die  folgenden  Gleichungen 
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o.  8.  w.,  und  wir  haben  ein  Integral  zu  diesen  Gleichungen  au£su- 
suchen,  das  gerade  ist  und  ftir  ^  =  0  gleich  der  Eüinheit  wird. 

Man  bekommt  nun  nach  einander^  wenn  wir  überall  einen  will- 
kürlichen Factor  vorläufig  weglassen, 

^=      cos^, 

88  1 

cos  2  t cos  4 1 , 

1728  2880  ' 

je  1 1  Q 

X.  Ä      ^  COS  ^ ^sin^, 

*  1152  6912  ' 

+  _^^8in  8  ^  +  -^^—  cos  3 1, 

^  2804  ^  188240  ^"^  ^  '* 


1  i- 

^  188240 


Es  ist  also 


l/;jj(^)  =  jr=:^jcos^+*    (4--"S"^®^^)  + 

+  *»(-^^8in^  +  -^cos3^)    + 

+ I 

Hieraus  folgt  nun: 
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Mit  Bücksicht  auf  die  erste  Gleichung  bekommt  man  also 


Da 


so  hat  man 


t/;,,  (2  ^)  =  l+^jA_  (2^)2^4  +  ... 


^  =  1-^*  +  ...., 


(11)  cos2a;r  =  1  +  ^(2^)»**  +  . . . 

Es  wird  mithin  in  diesem  Falle  cos2€i^n:  grösser  als  die  Ein- 
heity  und  cc  also  imaginär. 

In  den  astronomischen  Anwendungen  dieser  Gleichung  ist  b  im 
Allgemeinen  mit  der  Masse  der  ,,störenden<'  Planeten  multiplicirt 
und  es  ist  bemerkenswerth,  dass  man  in  diesem  Fall  bis  zur  vierten 
Potenz  der  Masse  gehen  muss,  um  die  Abweichung  der  Function 
\f)^^  (2  n)  von  der  E^inheit  zu  finden. 

Wenn  statt  (9)  die  folgende  Gleichung 

« 

(12)  ^  =  (-n>  +  *cosO:r, 

wo  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet,  vorläge,  so  braucht  man  die  Ent- 
wickelungen  nicht  so  weit  zu  führen.  Die  Lösung,  welche  dem  Inte- 
gral i/fjj  (t)  entspricht,  wird  hier,  nach  Potenzen  von  b  entwickelt, 


x^X^+bX,+  b^X^+..., 


wo 


X^  =  cosn^. 


Y  —      COB  (1  —  n)  ^       ,        COB  (1  -¥  n)t 

^  "■  2  [n»  -  (1  -  n)»]  ■*"  2  [n»  -  (1  +  n)«]  ' 

^  _  j_     .        r 1 1 

^  -  2n  "^'*^  [  4[n»  -  (1  -  «)»]  +  4[n»  -  (1  +  n)«J 

cos (2  -  n) ^ cob(2  •¥  n)t 

■*"  4 [n«  -  (2 -n)*J [n«  -  (1  - nf]  "^  4[nl  -  (2  +  n)*]  [n"  -(\+nf\' 
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Nimmt  man  nun  auf  die  Gleichung 

Vu  (0)  - 1 

Rücksicht,  so  bekommt  man 

co^2 n a  =^  iDy.  (2 «)  =  cos 2 n «  +  sin 2 n « - — —-^ — --  +  . . . 

einen  Ausdruck,  der  kleiner  als  die  Einheit  ist^  Setzt  man  nun 


a  =  n(l  —  a), 

80  wird 

(18) 

6« 

/r  " 

^  ~    4n«(4n«-  1)  ' 

übereinstimmend  mit  dem  Resultat  von  Lindstedt  in  seinen  be- 
kannten Untersuchungen  über  diese  Differentialgleichung  (,,Beitrag 
zur  Integration  der  Differentialgleichungen  in  der  Störungstheorie". 
Mömoires  de  l'Acad.  de  St  P6tersbourg  1883). 

Das  allgemeine  Integral  (12)  lautet  nun  ((11)  §  5) 

(14)  X  =  Cj^^^"^'-")'  Ai(0+  q,^"^^"^'""^'A3(0, 

wx>  \  und  >l^  periodische  Functionen  von  t  bezeichnen.  Man  kann 
auch  mit  Lindstedt  dies  Integral  in  folgender  Form  schreiben 

(14*)  x==  2ftC08[tr  +  iO* 

—   00 

WO 

tr  =  n(l  ^  (T)t  +  n f 
und  n  eine  Integrationconstante  bezeichnet  — 


§  7.    Die  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange. 

Die  Bewegung  eines  Systems  von  n  freien  Körpern,  mit  den 
Massen  wij,  m^,  . . .,  m^,  wird,  bezogen  auf  ein  absolutes  Coordinaten- 
system,  durch  3n  Gleichungen  bestimmt: 
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(1) 


«  dt» 


m 


m 


T.,  (t=  l,2,...,n) 


^r 


Sehr  selten  werden  nun  diese  Gleichungen  direct  für  die  Unter- 
suchung angewandt  Im  Allgemeinen  wird  es  nothwendig  oder  an- 
gemessen sein,  die  absoluten  Coordinaten  x^,  y^,  z^  gegen  andere  Ver- 
änderliche,  etwa  Jij  g^, » •  'i  g^^,  zu  vertauschen  mittelst  Relationen, 
in  welche  die  Zeit  auch  eingehen  kann.  Die  Au&tellung  der  für 
die  neuen  Veränderlichen  q^  gültigen  Differentialgleichungen  wird 
nun  mehr  oder  weniger  umständlich,  und  diese  Sechenarbeit  wird 
durch  eine  von  LAanANGE  gefundene,  allgemeine  Form  für  die  Be- 
wegungsgleichungen in  den  meisten  Fällen  bedeutend  vereinfacht 

Wir  nehmen  also  an,  dass 


(2) 


^<  =  *<(?!>  ?2  '••  M  ?s« ;  0       (»  =  1 ,  2 , . . . ,  n) . 


Werden  nun  die  drei  Gleichungen  (1)  mit   4^,    |-^  und  4^ 
multiplicirt  und  alle  Gleichungen  addirt,  so  wird 


'•{ 


d^XidXi    .  d^yiByi  ,  d^XiBxi 


^"[dt^dqj  +  ö^«ä^  + 


^^9jl        rrA    ^Sqj   ^     *dqj   ^     ^dq^) 


WO  j  nach  einander  die  Werthe  1 ,  2 , .  .  . ,  3  n  annimmt. 
Diese  Gleichung  kann  man  schreiben 


(3) 

WO 


dP. 


2        1  dXi  dxi 


,    dyi^  dyj^       d»t   dxt 
■^   dt    dqj  "*■   d 


5L  ^^\ 
i    dqj) 


e,=  2 


m. 


dpL  dpi  d^ 

dx(     0  9j        dy^     Ojj        d«,     0  qj 


^J 


{=1 

n 


dt      dt 


dt      dt 


dt      dt 
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Führt  man  nun  die  lebendige  Kraft  T  ein: 

(4)  ^-i2",v=i2",[(^)'+(^r+(^)i 

80  lässt  sich  zeigen,  dass 

p       dT 

wo  der  Efirze  wegen  gesetzt  ist: 


Es  ist  in  der  That 


(5)  'i  - -di  "^  lY,^^  +---  +  ö^.^»»+-ö7' 

woraus 

d  2B('       da;« 


(6) 


d  ?/     a  ?; 


Denken  wir  uns  nim  in  2*  die  Aosdrttcke  (2)  und  (5)  eingesetzt, 
so  wird  1  eine  Function  von  q^,  7,, . . .,  q^^;  q\,  q\, . , .,  q\^  und 
t,  und  es  wird  nun 


=  ^r 


Es  ist  weiter 
öl 


de 


Nun  ist  aber  nach  (5) 


nnd  andererseits  nach  (2) 


44  Hüfsaätxe  aus  der  Matkemaiik  und  der  Mechamk. 


dt           dqjdq,   ^1    ■*••••  + 

dqjdq,n^^^    *     dqjdt 

""dp,. 

und  folglich 

dT 

dqj 

=  «i- 

Man  hat  also  nach  (3) 

^  '                          dt          dqj           3 

t;  =  l,2,...,8n), 

welche  Gleichungen  die  von  Lagbange  gefundene  Form  der  Diffe- 
rentialgleichungen für  die  Bewegung  von  n  freien  Körpern  enthalten. 
Existirt  eine  ,,Er9ftefunction^  ü,  so  dass 

X  =  —'       7  =  —-       Z  =  — 
*       dxi^  *       ö  yi '  *        ö  *i ' 

so  lauten  die  Gleichungen  von  Laqbange 

d^ 
(^^  "TT"^      ag,  C;  =  l,2,...,3n). 

Die  Bewegungsgleichungen  von  Lagbakge  haben  den  formalen 
Vortheil,  dass  man  nur  die  lebendige  Kraft  T  durch  die  neuen 
Coordinaten,  welche  man  statt  der  absoluten  einf&hrt,  auszudrucken 
braucht,  um  danach  durch  eine  einfache  (partielle)  Differentiation 
zu  den  Differentialgleichungen  für  die  neuen  Veränderlichen  zu 
gelangen. 

Die  Differentialgleichungen  (7)  [und  (8)]  lassen  sich  immer  in 
Bezug  auf  7/'  lößen,  so  oft  nämlich  die  3n  Substitutionsgleichungen  (2) 
von  einander  unabhängig  sind,^  d.  h.  so  oft  die  Functionaldeter- 
minante  der  alten  Goordinaten  in  Bezug  auf  die  neuen  von  Null 
verschieden  ist 

um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir 

T^T^  +  T,  +  T^, 


^  Siehe  Painlev^:    y^Le^ons  snr  rint^gration  des  ^quations  diff^rentielles 
de  la  M^caniqne/' 
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wo   die   drei  Glieder  rechter   Seite  homogene  Functionen   von  q^j 
92  9  •  "f  93n  ^^  beziehungsweise  von  dem  Grade  2,  1,  0. 
Gesetzt  also 

wo  cc^j  nur  von  ?i9  ^a»  •  •  -^  ^s»  ^^^  ^  abhängen^  so  wird 


und  also 


5^  =  22^0?/'  +  ^'* 

wo  A  solche  Glieder  bezeichnet,  die  den  zweiten  Differentialquotienten 
von  q^  nicht  enthalten. 

Hieraus  erhellt,  dass  die  Gleichungen  (7)  sich  in  Bezug  auf  q^' 
auflösen  lassen,  so  oft 

(9)  I  cc,,\^0      (i,j=.l,2,...,3n). 

Man  kann  aber  leicht  den  Ausdruck  für  diese  Determinante 
finden.    Setzen  wir,  um  die  Schreibweise  zu  yerein£EU^hen, 

Vi  =  *»  +  l>  Vi  =  *«  +  2,    •  •  •>  y,  =  ^2nf 
^l  =*2«+l»    ^2  =^2«+2i    •  •  •>    ^n  ~  *8n» 

SO  dass  x^,x^,...,x^^die  absoluten  Coordinaten  bezeichnen,  so  wird 


WO 


Hieraus  bekommt  man 

\dxuy__  ^   dxjt  dxjt     ,     , 

Es  ist  also 
(10)  2«.,  =1^11^, 
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wo  ich  der  Symmetrie  wegen  gesetzt  habe 

n.  8.  w. 

Bildet  wah  nun  die  Determinante 

und  setzt  die  Ansdrücke  ftir  ccij  ans  (10)  hier  hinein,  so  findet  man 
mit  Hilfe  des  Mnltiplicationstheorems^  dass 


(11) 


kS« 


a 


ij 


=  «m^  971^  .  .  .  Tllg^ 


dxj 
Tq~j 


{i,j=  1,2,...,  3 n) 


Sind   die  Eelationen  zwischen   den  absolaten  Coordinaten  (xj 
und  den  neuen  {q^j  von  einander  unabhängig,  so  ist 


+  0, 


und  dann  ist  auch  die  Gleichung  (9)  erfüllt    und  dies  war  zu  be- 
weisen. 

Als   Anwendungen    der    LAQBANas'schen    Formel    werde    ich 
einige  Beispiele  behandeln,  die  später  zur  Anwendung  kommen. 


Beispiel    1. 
Ooordinaten. 

Gesetzt 


so  dass 


Einführung    von   Polareoordinaten    statt   reehtttnnkliger 

X  ^  r  cos  q>  cos  6 , 
y  =  r  cos  q>Bm6, 
X  ^  r  sin  9) , 

aj'  ==  /  cos  q>  cos  ö  —  r  sin  g)  cos  ö  •  y'  —  r  cos  9)  sin  6  •  ^, 
%f  ^  f'  cos  ^sind  —  rsin9)8ind*9)'  +  r  cos  9)  cosd  •  ^, 
%'  =  r'sin  g)  +  r  cos  tp  •  tp\ 


so  bekommt  man 
(12) 


2  !r=  2*»(^"  +  ♦''9'"  +  ♦'"cos^y .  Ö'*) 


and  nach  der  Formel  von  LAa&AKGB  sind  also  die  Bewegungsgleichongen  in 
Polareoordinaten 


§  7.     Die  Beiwegungagleichtmgen  von  Laqbänqe. 
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(18) 


2^( 


—  r  <p'^  --  r  cos' 

d  r*  cos*  ip  •  6^ 
dt 


«9Ö'")»Ä|, 


=  Ä|, 


(U) 

wo 
(15) 


S^w  (      . .      +  H  ßinlv  cos  9  6^  1  =  -ßi . 

Beispiel  2.   Drehung  des  OoordintUenaystenu um  einen  eonstanten  WinkeL 
Es  ist 

o  =  2i^r  =  2r«  *2«i^- 


{ 


Da  a,  A  Y  ^^^  ^^^  ^^^  unabh&ngige  Grössen  sind,  so  wird  nun 

ic'  =  «i  f '  +  «1  »/^  +  «s  f 


u.  s.  w.  und  somit 


2(a^*  +  y'*  +  *'")  =  2«'*  +  v'* + r«). 


Die  Form   der  Differentialgleichungen  (1)  bleibt  also  bei  diesem  Coordi- 
natenwechsel  onverftndert 

Beispiel  8.    Die  „idealen*^  Coordinaten  van  Hanssh. 
Wenn  die  Coefficienten  a,  ^,  ^  in  (14)  von  der  Zeit  abhängig  sind,  so 
hat  man 

a?'  -  04  f'  +  o,  f/'  +  «g  r  +  f  a/  +  »7 «/  +  t  «•'» 


(16) 


y'  -  Ä  f '  +  Ä 17'  +  ft  r  +  f  Ä'  +  17  Ä'  +  c  ^, 
*  -  ri  f  +  rt v'  +  rs  i'  +  f  n'  +  v  r/  +  ^r/- 


Zwischen  den  Grossen  a,  ß,  f  bestehen  nun  die  6  Relationen  (15),  und 
durch  Differentiation  bekommt  man  noch  6  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Differentialquotienten  der  Coefficienten,  nämlich 


(IT) 


i  0  = 


2<^r  +  2/?/ =  2/«  +  2r«' =  2«'(?  + 2«/?'- 


Hanskn  unterwirft  die  Drehungswinkel  noch  den  Bedingungen 

(18)  0  =  fÄ'  +  ^Ä'  +  CÄ', 

Die  so  bestimmten  Coordinaten  nennt  er  ideale. 
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Es  wird  nun 

aj'  "  «1  f '  +  «s  V'  +  «s  f  • 

y'-Är  +  Äiy'  +  ftj', 
*'  =  n  f '  +  fi  v'  +  u  f- 

Die  Ausdrücke  fQr  die  Geschwindigkeiten  sind  also  für  ideale  Coordinaten 
dieselben  wie  für  Coordinaten,  die  auf  ein  festes  Coordinatensystem  bezogen  sind. 
Es  wird  nun 

Die  DifferenHalgbickungen  für  die  idealen  Coordinaten  sind  also  von  der- 
selben Form  wie  für  die  absoluten  Coordinaten, 

Für  jeden  Werth  der  Zeit  haben  die  Differentialquotienten  a'  u.  s.  w.  einen 
bestimmten  Werth.  Die  Gleichungen  (18)  bestimmen  also  in  jedem  Augen- 
blicke eine  gerade  Linie,  welche  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  eine  unver- 
änderliche Lage  beibehält  Diese  gerade  Linie  fiLllt  mit  dem  Radiusvector  zu- 
sammen. Li  der  That  muss  sie  durch  den  Ort  des  beweglichen  Korpers 
gehen,  da  dessen  Coordinaten  den  Gleichungen  (18)  genügen.  Die  Linie 
geht  auch  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Bei  den  idealen  Hansen'- 
schen  Coordinaten  ist  also  die  Bewegung  des  Coordinatensystems  durch  eine 
Drehung  desselben  um  den  Badiusvector  charakterisirt 

Die  Gleichungen  (18)  können  in  folgender  Form  geschrieben  werden: 

0  =  J.t-  CS, 
wo 

^-«iV  +  ÄA'  +  nrs', 
ö^  =  «!«/  + ÄÄ'  +  ri  ri'- 

Beispiel  4.  Drehung  des  Coordinatensystems  in  der  Ebene  um  einen  von 
der  Zeit  abhängigen  Winkel, 

Wenn  die  Drehung  in  der  a;y-Ebene  vor  sich  geht  und  der  von  der  Zeit 
abhängige  Winkel  mit  v  bezeichnet  wird,  so  hat  man 

»  =s  {  cos  p  —  ^  sin  r , 

y  =s  f  sinr  -f-  ^cosr, 
und  es  wird  nun 

(19)        22'=2«»[r'  +  7"  +  2  4^(f,'-rv)+(47-)V  +  v')  • 


§  7.    Die  Bewtgungagleiiebungen  von  Labraxoe. 
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Die  DifferantUlgleichnDgen  für  die  neuen  Cootdinaten  werden 


(80) 


TP 


-47^ -(47)' 


Es  kommt  öfters  vor,  dass  man  sich  eines  Coordinatensystems  bedient, 

das  sich   mit  einer  gleichförmigen  G^eMshwindigkeit  im  Raome  bewegt    Bei 

einem  solchen  ist 

dv 


dt 


=  CJonstante  »  n , 


-0, 


und  die  obigen  Di£ferentialgleichangen  laaten 


(21) 


^f.2n4?--n«f 


df* 

d^ri 
dt* 


+  2n 


dt 

d£ 
dt 


-  «1« 


«■1/ 


171 


Wollte  man  in   diesem  beweglichen  Coordinaten83rstem  Polarcoordinaten 
anwenden,  so  dass 

(  =  ^COS0, 


so  hat  man 

r 

> 

und  somit 

aj'«  +  y'« 

9*ff  + 

n*«*, 

und  man  hat 

nun 

dT 

-^', 

dl 

=  ^0" 

+  2«^d'  +  n«^- 

9(0'  + 

»)\ 

dT 
dB' 

-  ^•d'  +«^*, 

dT 

.  0. 

de       ' 

und  demnach  nach  der  Formel  von  Lagrangb 
Chablibb,  Mechanik  des  Himmdii.  I. 
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(22) 


dt  '^^• 


Theorem  van  LiouviLLE.  Es  giebt^  wie  Liouyille  gezeigt  hat, 
einen  allgemeinen  Fall,  in  welchem  sich  die  Differentialgleichungen 
von  Lagbange  integriren  lassen  (bez.  auf  Quadratur  zurückgeführt 
werden  können). 

Sind  nämlich  k  Coordinaten  q^,  q^.  ...,  qj^  vorhanden,  und  ist 
die  lebendige  Kraft  T  von  der  folgenden  Form 

(23)  2T^iplÄ,{q,)q,'^  +  .  .  .  +  Ä^q,'^, 
wo 

(24)  V  =  Vi(9i)  +  ---  +  9k(?k)7 

so  kann  das  Problem  auf  eine  Quadratur  zurückgeführt  werden,  so 
oft  eine  Eräftefunction  U  existirt  von  der  Beschaffenheit^  dass 

(25)  u^^  =z  yitei^  +  "•  +  y*(g*) . 


Die  Integrale  sind  dann 


(26) 


/l/^^?i+A=    ••=/l/^^?*  +  Ä' 


(27)  y2t+C  =  ffp,]/f^dq,  +  ...+  fvu]/f^dq,, 
wo 

(28)  J^i  =  V^i{9^  +  h(p,{q,)  +  a,. 

Hier  besteht  zmschen  den  Grössen  a.  die  Relation 

(29)  2«i  =  0» 

und  die  2A  Integrationsconstanten  sind  somit 

«1 , . .  .,  «k-i,  h, 

A  >  •  •  •!  /'»-i»  C. 


§  7.     Die  Betaegungsgleichungen  von  Zäqjunoe.  51 

Um  dies  zu  beweisen,  setzen  wir^ 


(30)  y^.)^9,  =  ^",.        («  =  1,  2,  ...,  k) 

Denkt  man  sich  diese  Gleichungen  integrirt,  und  q  durch  u 
ausgedrückt  und  die  Werthe  in  (p  und  t^  eingesetzt,  so  kann  man 
setzen 


und  es  wird  nun 


f      A  («,)  +  ... +  /»(«»)* 
Die  Gleichungen  von  LAaaANGB  für  diese  Grössen  u^  lauten 

(31)  ^-i-K.2«/'=|^      (.-1,2,...,*). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  ti/  und  addirt»  so  be- 
kommt man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft 

(32)  7=  \f{u^'^  +  .  . .  +  O  =  ^+  Ä. 

Wenn  man  nun  (31)  mit  2ful  multiplicirt  und  (32)  berücksichtigt 
so  wird 


oder 


oder  da 


oder 


dt  •    dth  ^      '     '  • '   du( 

dPui'*  _  o..,  df(U  +  h) 

-dT  -''"*       du,      ' 

dPu,'*        o../  d(sf  +  hn  _  o..>d(g,  +  kf,) 
dt  *         dth  *         c't«« 

rf^Mj^*        od{gi  +  hfd 

~dr  ^^—Tt — 


Man  bekommt  also 
(33)  /'«/*  =  2(^, +  */;  +  «,) 


1  Siehe  PAmiri,  s.  s.  0.  S.  108. 
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Hieraus  folgt  durch  Sommiren 

=  2g     +2A/-  +  22«.- 
-2/-?^+2A/  +22«, 

2«,  =  o. 


d  h.  nach  (32) 

Nach  (33)  ist  nun 


du,  y/tdt 

Moltiplicirt  man  endlich  diese  Qleichung  mit  /)  und  addirt  die 
Gleichungen,  die  man  erhält,  indem  man  t  =  1 ,  2 ,  . .  . ,  k  setzt,  so 
hat  man 

Führt  man  in  diese  Gleichungen  q^  statt  u^  wieder  ein,  so 
so  ist  damit  das  Theorem  von  Liouyille  bewiesen. 

Das  bekannteste  Beispiel  der  Anwendung  dieses  Theorems  ist 
das  klassische  Problem  der  Bewegung  eines  Punktes  j  der  von  zwei 
festen  Centra  attrahirt  wird.  Da  ich  in  einem  folgenden  Abschnitt 
diesem  Problem  eine   besondere  Aufmerksamkeit  widmen   will,   so 

will  ich  hier  gleich  einige  einlei- 
tende Bemerkungen  über  dasselbe 
machen. 

Ich  begnüge  mich  damit,  die 
Bewegung  in  einer  Ebene  zu  be- 
trachten. 

Es  handelt  sich  um  die  Be- 
wegung eines  Körpers  {M),  der  von  zwei  festen  Massen  {£  und  K') 
nach  dem  NswxoN'schen  Gesetz  attrahirt  wird. 

Das  Problem  ist  von  altem  Datum  und  ist  zuerst  von  Euler 
integrirt  worden  (M^m.  de  l'Acad.  de  Bedin  1760);  am  vollständig- 
sten wurde  es  von  Legendbe  im  ersten  Theil  seiner  „Trait6  des  fonc- 
tions  elliptiques'^  behandelt. 

Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  in  den  Mittel- 
punkt der  Linie  KK'  ==2  c,  die  ^-Achse  gegen  K  gerichtet 
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Die  Eräftefonctioii  lautet 
(34)  U=^  +  ^, 

und  die  Bewegungsgleichungen  sind 

(Px      du,     d'y      dU 


(85) 


di»        dx'      df       dy 
Hieraus  bekommt  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft 


w  ^-i((4Tr+(4f)")-^+*-f+f+f 

wo  D  eine  Integrationsconstante  bezeichnet 

Um  das  Problem  auf  eine  Quadratur  zurückzufahren,  fCLhrt 
EuLEB  zwei  Veränderliche  p  und  q  ein,  der  Art,  dass 

wo  (f  und  07  die  Winkel,  welche  r  und  /  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  X-Achse  bilden,  bezeichnen. 

Es  hat  sich  indessen  als  yortheilhafter  erwiesen,  andere  Ver- 
änderliche einzufahren,  die,  so  viel  ich  weiss,  zuerst  von  Jagobi 
benutzt  worden  sind.  Ek  sind  dies  die  sogen.  elUptiMchen  Coardi- 
naten.    Nennen  wir  diese  X  und  ju,  so  ist  ihre  Definition 


(87) 


i-^iir  +  r'), 


^=l(r-r'). 


Die  erstere  Gleichung  bezeichnet  f&r  einen  canstanten  Werth 
von  X  eine  ESlipse,  deren  halbe  grosse  Achse  gleich  X  ist,  die 
letztere  f&r  constantes  /a  eine  Hyperbel  mit  der  halben  grossen 
Achse  gleich  fi.    Beide  Currea  haben  in  £  und  K'  ihre  beiden  Foci. 

Zu  jedem  X  gehört  eine  bestimmte  Ellipse,  zu  jedem  Werth 
von  fji  eine  bestimmte  Hjrperbel. 

Der  kleinste  Werth  für  r  +  r   ist  2  c.     Demnach  ist  immer 


c. 
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Der  grOsste  Werth  für  r  —  r'  ist  2  c,  so  dass 


(38) 


M^c 


A. 


Bekanntlich  theilt  die  Tangente  in  einem  Funkt  einer  Hyperbel 
den  Winkel  zwischen  den  Badien  r,  r'  in  zwei  gleiche  Theile,  und 
das  ähnliche  findet  bei  der  Normale  in  einem  Funkt  einer  Ellipse 
statt  Bieraus  folgt,  dass  die  durch  (37)  bestimmten  Ellipsen  und 
Hyperbeln  sich  unter  einem  geraden  Winkel  schneiden.  Die  ellip- 
tischen Coordinaten  X  und  /u  nennt  man  deswegen  orthogonal. 

Da  X  die  halbe  grosse  Achse  der  Ellipse  ist,  so  hat  die  halbe 
kleine  Achse  den  Ausdruck 


und  die  halbe  kleine  Achse  in  der  Hyperbel  ist 


so  dass  die  Qleichungen  der  Curven  die  folgenden  sind: 


(39) 


»' 


»• 


o»-ju' 


1. 


flieraos  bekommt  man 


(40) 


und  hieraus  durch  logarithmische  Differentiation 


dx 

X 


dl    ,    dfi 

—^ — I — ~ 


dy  ^    Idl  f^dfi 


A«-ö« 


oder 


C«-/l« 


cdx  =:  fj^dX  +  XdfjL, 


''y  =  l/f^'^'^*-V?^^ '*'''»• 
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Folglich  ist 

nnd  also 

(41)  7=1  (X'»  +  y'»)  r  =  1(A«  -  ^«)  [^  +  ^, 

Die  Eräftefanction  wird,  durch  die  elliptischen  Goordinaten 
ausgedrückt, 

(42)  U^jy^,{i,K  +  K')X-{K-K')ij:). 

Aus  (41)  und  (42)  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  T  und  ü 
die  Form  haben,  die  f&r  die  Anwendung  des  Theorems  von  LioiTyiiiLB 
erforderlich  ist  Die  Integrale  können  somit  direct  aufgeschrieben 
werden. 

In  den  Formeln  (23)  \l  s.  w.  hat  man  nun  zu  schreiben 

v;j==(ic+i:')Ä,  v',  ^-(if-iro/i. 

E^  wird  also 

Fy^  =      (Z  +  Jf^Ä  +  Äi^  +  a, 

^,  =  -(Jf-ifO^-A^*-« 
und  die  gesuchten  Gleichungen  werden  endlich: 


(43) 


Q^  dl  df. 


-ßdt^ 


V(A«-<j«)(ÄX«+(jr+iicox+«)     yoi*«-(j«)(Ä/»«+(ir-Ä>+«) 


l/U*-<j«)(ÄA«+(jr+ir')i+a)     voi«-c«)(A^*+(ir-jr)M+«) 


Bei  der  Integration  erhält  man  hier  zwei  Integrationsconstanten, 
die  beiden  übrigen  sind  h  und  cc. 

Ich  werde  in  einem  folgenden  Abschnitt  die  Integration  dieser 
Gleichungen  ausftlhren.  Eis  wird  sich  dabei  zeigen,  dass  X  und  pk 
als  vierfach  periodische  Functionen  zweier  Argumente  dargestellt 
werden  können. 
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'Ein  anderes  Beispiel  des  Theorems  von  Lioütillb  liefert  das 
Problem  der  zwei  Körper  in  der  Ebene.    E2s  ist  dann  (Formel  (12)) 

r  r* 

In  den  Formeln  (23)  n.  s.  w.  hat  man  zu  setzen 

y  «r»,         Vi  =r*,         y,  =0; 
\f)^Kr,       iff^^Kr,      ip^^O; 

-^1  ="  TT »        ^  =  1 . 

■ 

Die  Formeln  (26)  und  (27)  laaten  in  diesem  Fall: 

dr  ^     dB 

ryhf»-¥Kr-¥a        V^  ' 

rdr 


VÄr»+TrTS 


-ßdt. 


§  8.    Canonische  Bewegungsgleickungen. 

Wenn  man  in  die  LAGBANGB'schen  Gleichungen 

B  T 

(1)  tM^ll^B       (i^i   2  k) 

dt  dqi       ^       11-  1,  ^,.  ..,Ä) 

statt  q{  eine  neue  Veränderliche  p^  einführt,  so  dass 

(2)  ;.,-||        (,-=1,2,...,^), 

so  werden  die  neuen  abhängigen  Veränderlichen  q^,  y, ,  . . . ,  y^ ; 
P\  9  Pti  '  '  '9  Pk  canonische  Coordinaten  genannt  Sie  werden  durch 
ein  in  formeller  Hinsicht  sehr  einfaches  System  von  Differential- 
gleichungen bestimmt,  welches  man  in  folgender  Weise  finden 
kann. 
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Statt  (1)  haben  wir 

dpi  _  dT 

(3) 


dt         dqi 


+  Ä„ 


dt        *< 


Wenn  man  aus  (2)  q  als  eine  Function  von  q^,  . .  .  ^  qj^\ 
Pi9  ' '  '7  Pk  ^^^  eyentuell  auch  von  t  darstellt  —  was  sich  immer 
ausf&hren  l&sst^  da,  wie  schon  bewiesen  worden  ist,  die  Deter- 
minante der  Coefficienten  der  9/  in  der  rechten  Seite  von  (2)  yon 
Null  verschieden  ist  —  so  gehen  die  rechten  Seiten  yon  (3)  in 
Functionen  von  p  und  q  und  eyentuell  von  t  über. 

Diese  Elimination,  scheinbar  complicirt^  wird  durch  Einführung 
einer  Function  £ 

(4)  K==p,  q(  +  p,y,'  +  .  . .  +  A?;  -  T 

Tereinfacht  Wir  denken  uns  dabei  in  der  rechten  Seite  dieses 
Ausdruckes  9/.  .  .  .  ^  q^  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  eliminirt 
und   durch  p^.  -  -  -*  Pu  ausgedrückt^   so  dass  K  eine  Function  von 

Pi^  •  •  • »  a;  ?!  >  •  •  • .  9k  (^^^  0  ™^ 
Aus  dem  Ausdruck  für  K  folgt  nun: 


dK 

?; 

dT  dq^'                    dT  dqu' 

und 

dK 
dqi 

^2\    ^Pi                   ^^k    dpi' 

P\  dqi          ^'"^P^dqi 

dT  dqt'                    dT  dqu' 
dqi    dqi                   dqt    dqi 

dT 

dqi  ' 

also  nach  (2) 

dK         ,       dqi 
dpi  -^^  ~   dt  ' 

dK            dT 

d  qi  d  qi ' 

und  man  bekommt  also  statt  (3) 
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(5) 


dpi  ^ 
dt 


dK 


=  -i^  +  ^. 


dqi  _ 
dt   ■" 


dqi 

dK 
dpi 


(1=1,  2,  ...,  k). 


Für  die  Fanction  K  kann  man  einen  einfachen  Ausdruck  ab- 
leiten. Wenn  wir  nämlich  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  Glieder 
in  T  vom  bez.  2*~,  1**»  und  0*~  Grade  von  einander  abtrennen  und 

also  setzen 

T^T^  +  T,  +  T^, 
so  mrd 

(6)  K=T,-T,. 
In  der  That  bat  man  nach  (4) 

^= 2^?/  -  r-  2(11  +  H)?/  -  y.  -  y,  -  2*0; 

nun  sind  aber  7,  und  Tj  homogene  Functionen  von  q^,  y,',  . . . ,  qj^ 
von  dem  zweiten  bez.  ersten  Grad.  Man  hat  also  nach  dem  Theorem 
von  EüLSB 

womit  die  Gleichung  (6)  bewiesen  ist 

Ist  eine  Eräfbefunction  U  vorhanden,  so  nehmen  die  canonischen 
Differentialgleichungen  eine  besonders  einfache  Gestalt  an.  Setzt 
man  nämlich 

(7)  H^T,-T,-U, 

SO  ist 

dpt  d  H 


(8) 


dt 

d_qi_  _ 
dt 


d  qt 

dH 
dpi 


(1=1,2,...,  k). 


Man  mus8  sich  daran  erinnern^  dass  man  in  T^  q^' ,  .  .  .q^  gegen 
P\i  »  '  '  j  Pk  mittels  der  Gleichungen  (2)  zu  vertauschen  hat 

Die  Wahl  der  canonischen  Goordinaten  kann  in  unendlich 
vielen  Weisen  vor  sich  gehen.     In  der  That  kann  man  die  absoluten 
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Coordmaten  gegen  em  ganz  beliebiges  tmabhängiges  SysUm  von  Coordi- 
naten  (q^  vertauschen.  Immer  lassen  sieh  die  entsprechenden  p^  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (2)  finden. 

Beispiel  1.    Bestimmung  der  geradlinigen  absoluten  Ooordinaten  durch 
canonische  Differentialgleichungen. 

Man  hat  nun  in  (1)  §  7  zu  setzen: 


1        ~ 

«i>  • 

• »  ?• 

=  «•, 

»+1  - 

yi» 

•  •  >  ?i» 

=^y-, 

2i»+l=' 

Xl  ,    . 

• »  ?•« 

'*«, 

2r  = 

2  7; 

=  2*"* 

qi'\ 

und  also 


wenn  nftmlich  m^^^^  mi  u.  s.  w.,  m2^  + 1  *  '^i  ^*  '•  ^*  g^Mtst  wird. 

Es  ist  also  nach  (2) 

dT 

und  demnach 


(9) 


P^'ö 

^/-^'^' 

27  = 

mt 

fl^jo* 

dH 

d^ 

dqt  ' 

dt  " 

dir 

dpt  ' 

fr« 

r-  t^ 

wo 


und  wo  ich  voraosgesetst  habe,  dass  eine  Kräftefimction  existirt 

Beispiel  2.    Bewegung  eines  Körpers  auf  Achsen  besagen,  die  sieh  mit 

gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  den  Anfangspunkt  drehen. 
Die  lebendige  Kraft  hat  nach  (19)  §  7  den  Aosdrack 

2  r=  r«  + 17'«  +  2n(ii7'  -  r  17)  +  n««*  +  v«), 

wo  nur  die  Glieder,   die  sich  auf  einen  Körper  beziehen,   mitgenommen  sind 

und  die  Masse  gleich  der  Einheit  gesetzt  worden  ist. 

Es  ist  also 

2  T,  =  f  *  +  17'";  2  7i  -  n«(?  +  17"). 

Setzt  man  nun 
so  wird  nach  (2) 

dT        ,  ^         , 

JD,  =  ^-7  =  17'  +  n|  =  7,   +«9i, 
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welche  Gleichungeii,  nach  9/  und  q^'  «t^g^öst,  geben 

Hieraus  bekommt  man  nun: 

2  ro-n«fe« +  ?,«), 

und  es  ist  also,  wenn  eine  Kräftefonction  U  existirt, 

ff-r, -To-Ü, 


(10)  H^\ 


oder 

(Pi  +  ««t)*  +  (Pi  -*•?!)•-  *••  tei*  +  ft*)    -  ^, 

dPi  dH 

(f-1,2) 
dqi  ^      gfr 

Werden  die  Oleichungen  (8)  bez.  mit  — j^  und  +  -^  mul- 

tiplicirt  und  sämmtliche  Gleichungen  f&rt=l,2,...,A  addirt,  so 
bekommt  man 

0  =i^  iiLo.         ,    ^B   dqu 

^        dq,     dt    ■^••-  ■*"  dqk    dt   ' 

.    dH    dp^  dH   dp^ 

■*"  öpi    dt   ■*"••■*■  d>4    d^  ' 

eme  Qleichung,  die  man  einüacher 

(11)  0=  — -  — 
^  ^  "       dt        dt 

B  H 

schreiben  kann,  wenn  n&mlich  unter  -^     der    Differentialquotient 

von  H  nach  ty  insofern  t  expUcUe  in  H  vorkommt^  verstanden  wird. 
Ist  H  von  der  Zeit  {()  explicite  unabhängig,  so  ist  also 

(12)  H^C, 
wo  C  eine  Constante  bezeichnet 
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Dies  Integral  fällt  nicht  nothwendig  mit  dem  Integral  der 
lebendigen  Kraft  zusammen.    Das  letztere  lautet  nämlich 

d.  h. 

(13)  T^  +  T,  +  T^^U+C,, 
wogegen  nach  (12) 

IVenn  nun  diese  beiden  Integrale  exisärenj  was  nicht  nothwendiger 
Weise  der  Fall  zu  sein  braucht,  so  folgt  aus  diesen  Gleichungen,  dass 

(14)  T,+2T,^C,-C. 

In  dem  zweiten  von  uns  behandelten  Beispiele  existiren  unter 
Umständen  sowohl  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  wie  das 
Integral  H  ^  C.    Es  muss  also  nach  (14) 

9iP%  "  9tP\  ~  Constante 

auch   ein   Integral   der  Differentialgleichungen   sein.    In   der   That 
fällt  dasselbe  mit  dem  sogen.  Flächenintegral  zusammen. 

Wenn  T  nur  die  Glieder  zweiten  Grades  va  q^\  . . .,  q^'  enthält, 
so  hat  man 

Man  kann  in  diesem  Fall  leicht  den  Ausdruck  ftbr  die  CoefiK- 
cienten  von  p^p.  in  T  finden.    Sei  nämlich 

2r=2ao9/?/' 
so  wird  nach  (2) 

P\  =  «11  9i  +  •••  +  «!»?»'> 


Pk  =  «kl  ^i'  +  •  •  •  +  «k»  9k' 
welche  Gleichungen,  nach  q  aufgelöst,  geben 


(15) 


wo 


A     '       -^   SA 
A     I        "%r^    Ö  ^ 


J  =  I  a,^  I . 
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Nun  ist  aber,  weil  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
in  q!  ist, 

und  also  nach  (15) 

2^  =  2i|^ft/'.     (i,i=l,2,...,*). 


§  9.    Die  HAMiLTON-jACOBi'sche  partielle  DlfTerentialglelchung. 

Die   canonische   Form  für   die   Bewegungsgleichungen   in   der 

Mechanik 

dqi  _      dH 

dt   "^       dpi 

(1)  (1  =  1,2,...,*), 

dpi  ^      dH 

dt   ^       dqi 
WO 

(2)  H=T,^T,--Ü, 

enthält  an  sich  nur  einen  formalen  Fortschritt  f&r  die  Aufstellung  der 
Differentialgleichungen.  Diese  Form  bringt  uns  nicht  direct  der 
Lösung  des  Problemes .  näher.  Indessen  ist  die  Discussion  dieser 
Gleichungen  einen  wichtigen  Schritt  vorwärts  gebracht  durch  folgen- 
des von  Sir  Baoül  HAMiLToy  und  Jacobi  gefundene  Theorem: 

H  ist  im  Allgemeinen  eine  Function  von  t;  7i  ?  ?2 '  '  *  **  ?fc ' 
Piy  Pt^  •  •  'f  Pk*  ^^^  ersetze  in  dieser  Function  alle  Grössen  p.  durch 
die  partiellen  Differentialquotienten  einer  Function   F,  so  dass 

<«  r.  - 1{. 

und  betrachte  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und 
zweiten  Grades 

(4)  _+J5r^^;    y^,    y^,    ...,    y^;_,      _,...,    _J  =  Q. 

Angenommen,  dass  man  ein  Integral  F  {t;  y^ ,  . . .  >  y^;  «i,  .  •  • ,  aj 
gefunden  hat,  diu  k  unabhängige  Constanten  a^,  .  .  . ,  cCj^  enthält,  so 
ist  das  allgemeine  Integral  von  (1)  durch  folgende  Formeln  gegeben: 
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(5) 


dV 
dtti 


=ft. 


pi  = 


•  • 


dV 


=ä; 


A  = 


ar 

dq, 

•  • 

dV 
dqk 


(6), 


wo  ß^j  ...  I  /9]^  A  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  (6)  nennt  man  bisweilen  die  intermediären 
Integrale. 

Bemerkung-,  Die  Constanten  a^,  ,  ,  ,^  a^  in  F  werden  unab' 
hangige  Constanten  genannt,  wenn  die  HESsE'sche  Determinante  von 
V  in  Bezug  auf  q^y  ....  q^\  cc^,  ....  or^  von  Null  verschieden  ist^ 
also  wenn 

d  q^d  a^  d  qiBau 


(7) 


E  = 


d*V  3*  V 

d  9t  d  a,  BqitBai, 


+  0. 


Wenn  nämlich  (7)  erftillt  ist^  so  ist  das  Integral  F  so  be- 
schaffen, dass  man  beliebige  Anfangswerthe  für  die  Coordinaten 
Pi9  •  •  •  f  T'k ;  9i  I  •  •  •  >  9k  oinitfAm^n  Aann.  In  der  That,  wenn 
Pi^f  ' '  '^  Pk^'t  9i^9  •  •  •'  9k^  ^^®  Werthe  der  Coordinaten  ffir  t  ^  t^ 
sind,  so  ist  nach  (6) 


Die  Functionaldeterminante  dieser  Gleichungen  in  Bezug  auf 
^1 9  •  •  •  >  c^]^  ist  eben  die  Determinante  E,  und  da  wir  angenommen 
haben,  dass  diese  von  Null  verschieden  ist,  so  lassen  sich  die  obigen 
Gleichungen  in  Bezug  auf  a^,  .  .  . ,  Uj^  auflösen.  Die  entsprechenden 
Werthe  für  /9^ ,  .  .  . ,  /9^  sind  dann  durch  (5)  bestimmt 

Für  specielle  Werthe  von  /?j^  .  .  .,  p^\  q^^,  . . .,  y^®  kann  in- 
dessen E  verschwinden,  ohne  dass  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  auf- 
hören, das  allgemeine  Integral   zu  repräsentiren.     Diese   speciellen 
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Werthe  sind   dann  singuläre  Punkte  der  betreffenden  Differential- 
gleichungen. 

Wenn  die  durch  (5)  und  (6)  bestimmten  Werthe  yon  9^ ,  .  .  . , 
?fc'  /'i )  '  '  "f  Ph  ^^^  Gleichungen  (1)  formeü  befriedigen,  so  wissen 
wir  also,  dass  sie  das  vollständige  Integral  ausmachen.  Aus  (5) 
und  (6)  erhält  man  durch  Differentiation 


(7) 


(8) 


0  -    ^'^    4.     ^'^  iLil    .  .       g'F  djh 

^  ~  dtt,dt^  da^dq^  dt   ^  '"'^  da^dqu  dt' 

Q^    a«F  d^V  dq,        ^  d^V  dqu 

d ajtd  t       dtt^dqi  dt  da^d qu  dt  ' 

dPt  _    d*V  yr  dq,  a«F  dqu 

dt        dqtdt'^  dq^dq^  dt   "^  '"^  dq.dqu  dt' 


dpu  ^    d^V         J!_y_  ^    .  .       a'F      dqt 

dt         dqudt^  dqkdqt    dt   "^  '  "  ^  d  qk  d  qu    dt' 

Anstatt  nun  diese  Gleichungen  nach  ^  und  j|  zu  lösen  und 

die  Lösung  mit  (1)  zu  rergleichen,  wird  es  einfacher  ausfallen,  die 
Gleichungen  (1)  in  (7)  und  (8)  einzusetzen,  und  zu  zeigen,  dass  diese 
Gleichungen  somit  identisch  erfüllt  werden. 

Setzt  man  nun  die  Ausdrücke  (1)  für  -^  in    (7)   ein,    so   be- 
kommt man 


(9) 


Q^    d^V  a«  F      dH  a«  F      dH 

^  da^dt        da^dqi    dpt  da^dqu    dpu' 


Q  ^  a«  F        a«  F    dH  a«  F     es 

dajtdt"^  daudqi    dpt       '"        d Ok  6 qt    dpk 


Diese  Gleichungen  sind  aber  eine  Identität  Da  nämlich 
F{t;  q^,  ,  . .,  ;^ ;  cc^,  .  .  . ,  Uj)  die  partielle  Differentialgleichung  (4) 
identisch  erfüllt,  so  muss  auch  das  Eesultat,  das  man  erhält,  wenn  man 
(4)  nach  irgend  einer  von  den  Grössen  q^,  . . . ,  q^^  oder  o^ ,  . .  . ,  o;^ 
differentürt,  identisch  gleich  Null  sein.  Differentürt  man  aber  (4) 
nach  a.^  so  bekommt  man 


pardeUe  Difforenüaigleiehung, 


oqi  dqk 

u.  8.  w.,  welche  Gleichungen  offenbar  mit  (9)  identisch  werden,  wenn 
man  (6)  berücksichtigt 

Differentiirt  man  (4)  dagegen  nach  q^^  so  bekommt  man 

^_  a«r      dB        dH    y F  ,  bh      e^v 


u.  s.  w.,  wogegen  nach  (8)  und  (1) 

dt        dqdt         dqi^    dpi    '    ' '  *  "^  dqidqu    dpu 

u.  8.  w.,  und  diese  Gleichungen  werden  mit  einander  identisch,  weil 

dpi dH_ 

dt  ~       dqt' 

Wir  haben   also   bewiesen,   dass  (1),  (7)  und  (8)   mit  einander 
vereinbar  sind;  dieselben  müssen  dann  auch  identisch  sein,  denn  die 

/In  /in 

Gleichungen  (7)  lassen  sich  nach  -^,  .  . .,  -j^  auflösen,  weil  ^+0, 
und  (7)  und  (8)  geben  also  völlig  bestimmte  Werte  für  -^  und 
-^y  und  da  also  keine  anderen  Functionen  diese  Gleichungen  be- 
friedigen können,  so  müssen  dieselben  mit  (1)  zusammenfallen.  Und 
das  war  zu  beweisen. 

Ist  H  von  der  Zeit  explicite  nicht  abhängig,  so  kann  man  die 
partielle  Differentialgleichung  (4)  vereinfachen«    Setzt  man  nämlich  in 

(4)  ^  +  i?=0 

(10)  F=-he+  ^(^1,  .  ..,  y^;   «2,  ...,  a^), 

so  wird 

d  V 
dt 

und  statt  (4)  bekommt  man 

(11)  H\q,,..,,  y,;  -^ ,    ...,  ^j=A, 
Charlub,  Mvotumik  dw  HimmelB.  L 


=  -Ä 
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in    welcher  Form    die    HAMiLTON-jAooBi'sche    Differentialgieichung 
gewöhnlich  vorkommt. 
Da  nun 


80  lautet  nach  (5)  und  (6)  die  Lfösong  von  (11) 


(12) 


dW 
dh 

d  Of 


t  +  ßj 


=  Ä, 


dW 

dW 
dqt 


^Pi 


=  /^2 


dW 
dttk 


-Ä» 


dW  _ 


(13) 


Beispiel  1.    AUraktion  eines  Körpers  wn  »um  festen  Centra, 

Nimmt  man  hier  die  absoluten  Coordinaten  x,  y,  x  zu  g-Coordinaten,  so  dass 


so  wird 
und  somit 


Pl  =  ^1 


P%  =  9% 


Ps  -  9» 


Die  KriLftefcuiction  lautet 


und  es  ist  also 


^^  K r 


^  =  Y(Pi*  +  Pf*  +  Ps')-  C^. 


Da  die  Zeit  nicht  in  H  expHeüe  vorkommt,  so  lautet  mm  die  Hamilton- 
jAC0Bi*sche  Difierentialgleidiung 


T  m^  m'^  m\ 


K' 


V(«-^i)*+?t'      V(«  +  ^i)«+«.' 


+  Ä, 


zu  welcher  Gleichung  man  ein  Integral  W  aufisusuchen  hat,  das,  ausser  A, 
swei  unabhängige  Constanten  enthält 

Die  Integration  dieser  Gleichung  würde  offenbar  kaum  gelingen,  wenn 
man  die  absoluten  Coordinaten  als  g-Coordinaten  beibehfilt  Führt  man  statt 
deren  die  elliptischen  Coordinaten  (37)  §  7  ein,  so  dass 


so  ist 


^i  =  ^  >        «f  -  ^ » 
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Es  ist  also  nach  (2)  §  8 

''•  -  dv  "  ^73^  «• ' 

and  hienos 

(18»)  2  r  -  -;-!—-,  [  ( J.«-  C«)p,«  +  («•  -  f,»)ft» 

Die  KriLftefunction  ist 

5=  T-  t7. 


(1*) 

''-,.•-..•[ 

nnd  es  ist  also 

dqt      dH 

dt  ~  dp,' 

dq^      dH 

dt  'dp,' 

dPi 
dt 

dH 
dq^ 

dp. 

dH 

dt 

dq. 

ft*  -  ft* 


Die  HAMiLToii-JACoBfsche  partielle  DifEerentialgleichung  wird  ako 


eine  Gleichimg,  die  onmittelbar  auf  eine  Quadratur  snrilckgeftihrt  werden  kann. 
Beispiel  2.    Das  Problem  der  zwei  Körper, 
Die  Differential^eichnngen  in  relaHven  Coordinaten  laaten 


(15) 

d^x      du 
dp"'  dx' 

d^y      du 
dp"  dy' 

cP«       du 
dp'  dx' 

wo 

■ 

(16) 

r7-_..  ^  - 

—  • 

Vx«  +  y«  +  *« 

Obgleich  also  hier  von  rato/tpen  Coordinaten  die  Rede  ist,   so  kann  man 
doch  die  obigen  Aoseinandersetsong^  direct  benatzen,  da  nftmlich  diese  Glei- 
chungen von  derselben  Form  sind,  die  f&r  die  Anwendung  der  LAORAvoB^schen 
und  HAMiLTOx^schen  Gleichungen  erforderlich  ist 
Man  kann  also  setzen: 


(17)  r=Y(a?'«+y'« +  «'«). 


5» 
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Werden  nun  x,  y,  x  als  ^-Ooordinaten  gewählt,  so  werden  nach  (2)  §  8 
x^f  f/,  %!  die  entsprechenden  p-Coordinaten,  und  die  HAtuLTON-jAcoBi'sche  Dif- 
ferentialgleichung lautet 


2 


(I?)"-  (^)'-  (IIT)  - 


t+*. 


Auch  hier  eignen  sich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  nicht  gut  für  die 
Integration.  Dagegen  passen  hier  besser  die  Polarcoordinaten.  Nach  (12)  §  7 
ist  dann  der  Ausdruck  für  T 


Setzt  man  also 
so  bekommt  man 


2  r  =  r'«  +  r«  ^'«  +  r«  cos«  9  et\ 

bT        ,    , 

Die  Differentialgleichungen  für  diese  Coordinaten  sind  nun  von  cano- 
nischer Form 

dt       dp,'        dt  dqt      ^*-^'^'  ^'' 

wo 

2  V  *        r«        r*co8*^  /        r 

Die  HAMiLTON-jAooBi'sche  partielle  Differentialgleichung  für  das  Zwei- 
Körperproblem  lautet  also 

Die  Integration  dieser  Gleichung  werden  wir  in  einem  folgenden  Ab- 
schnitt ausführen. 

Beispiel  8.  Die  Bewegung  eines  Körpers  sei  auf  bewegliehe  Achsen  he- 
zogen,  und  ü  sei  eine  Function  der  Coordinaten  des  Körpers  in  Bezug  auf  diese 
beweglichen  Achsen, 

Man  hat  also 

U  =  U(S,  V) 
QDd  nach  (19)  §  7 

2  T  =  I' «  +  ,'•  +  2  ^  (f  ,'  -  I',)  +  (^)  V  +  V'J  • 
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Werden   nan  {  und  rj  als  g-Coordinaten  genommen,   so  sind  die   ent- 
qNrechenden  p< 


nnd 


und  nnn  ist  nach  (4)  die  gesachte  Diffisrentialgleichiiog: 

dV       1  (dV      dv    Y      I  (dV      dv  A* 

Ist  F((,  7;  0|,  aj  eine  Function  mit  zwei  unabhängigen  ConBtanten  Oi 
nnd  o,,  welche  dieser  Gleichung  genttgt,  so  sind  (  und  fj  durch  die  Gleichungen 
(5)  und  (6)  bestimmt 


§  10.    Variation  der  Constairten  in  einem  meclianieclien  Problem. 

E^s  sei  ein  canonisches  Sfstem  von  Differentialgleichangen 

zur  Lfösung  vorgelegt 

Die  charakterisHsche  Function  H  theile  man  in  beliebiger  Weise 
in  zwei  Theile  H^  und  H^j  so  dass 

(2)  H^U,  +  H,, 

und  nehmen  wir  an,  dass  man  eine  Lösung  der  Differentialgleichungen 

gefunden  hat,  entweder  indem  man  die  HAMiLTON-jAOOBi'sche  par- 
tielle Differentialgleichung 
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angewandt  hat,  oder  durch  irgend  eine  andere  Methode,  so  dass  die 
Lösung  von  (3)  die  folgende  ist 

.g.  I  9<  =  9i  {';  «1  >  •  •  •  ?  «n  '  Ä '  •    • '  /'J  > 

€c^,  ...,  a^'j  ßy,  ...?  ß^  wobei  als  unabhängige  Integrationscon- 
stanten  auftreten.  Man  kann  sich  dann  das  Problem  stellen,  die 
Gleichungen  (1)  zu  iniegriren  unier  Anwendung  van  cc^,  .  .  ,,  a^\ 
ßu  '  '  'j  ßn  ^  ^sonderliche  statt  q^,  .  .  . ,  q^;  Pij  .  .  . ,  />^.  Diese 
Aufgabe  nennt  man  das  Problem  der  Variation  der  willkürlichen 
Constanten. 

Zuerst  von  EuiiEB  angestellt,  ist  dieses  Problem  in  seiner  all- 
gemeinen Fassung  besonders  von  Laobakge  ausgebildet  worden. 
Seine  Anwendung  auf  die  Störungstheorie  enthält  eines  ron  den 
firuchtbarsten  Resultaten  der  Untersuchungen  dieses  grossen  G^ometers 
in  der  Mechanik  des  Himmels. 

Die  Au%abe  ist  also,  die  Differentialgleichungen  für  a.  und  ß^ 
aufzustelleAr  Es  Iftisl  sich  nun  zeigen^  däss,  wenn  a^  und  ß^  die  bei 
der  Integration  der  HAMiLTON-jAOOBi'schen  Differentialgleichung  (4) 
nach  den  Formeln  (5)  und  (6)  im  rorigen  Paragraphen  auftretenden 
Gonstanten  bezeichnen,  man  einfach 

^^J  "rfF-äl^'       U-^JJ    («-1.2,...,  n), 

bekommt 

Die  a^  und  ß^  werden  aus  diesem  Grunde  cammuche  Inte* 
grationsconstanten  genannt 

Beweis: 

Aus  (5)  erh&lt  man: 

dH        dqt  _  dqi    .yy /^g*   dtir    .    dqj   dßA 
dpt^   dt         dt  "^^[dar   dt  "^  dßr    dt] 

_^^dpi_^dpi^      ^  (Bpi^  dnr^,dpt_  dßA 
dqi         dt         dt   "^;tiU«r    dt   "^  6 fr    dt)' 
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Nun  hatte  man  die  Form  (6)  für  q^  nnd  p^  durch  die  Integration 
von  (3)  erhalten,  es  ist  also 


dt        dpi 


dpi 

dt 


dqi 


(t=  1,  2,  .  ..,  n), 


so  dass  die  obigen  Gleichungen  lauten: 


(7) 


4-  •  •  •  +  -5^7  ~JT  "T 


dai    dt 


do.    dt 


.ö^dÄ    .  dqi  dßn  _dH, 

'^  dß,   dt  "^    ••  '^  dßn    dt  ""  dpi  ' 


8) 


BPi   rf«l      1  ,      ^Pi    dOn      . 

I      •  •  •      1      A  _       "jX      I 


da,   (f^ 


d«.    dt 


■^^Ä   d<  ^'"'^dßn    dt  " 


dHt 
dqi 


Setzt  man  hier  i  s  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n,  so  bekommt  man  2  n  Glei- 
chungen, aus  denen  -i^'  und  -rr  berechnet  werden  können,  da  die 

at  a  t 

Determinante  der  CoefiQcienten  von  Null  yerschieden  ist»  weil  wir 
angenommen  haben,  dass  c^ .  . .  . ,  a^  unabhängige  Gonstanten  sind. 
Diese  Berechnung  wird  in  folgender  Weise  einüach  ausgeführt 

Man  multiplicire  die  erstere  der  obigen  Gleichungen  mit  t^,  die 
letztere  mit  —  -^  und  addire  sämmtliche  so  eihaltenen  Gleichungen, 

indem  man  nach  einander  setzt  t  »  1 ,  2,  . . . ,  «. 
Wir  benutzen  dabei  folgende  Bezeichnung 


(9) 


(«,*) 


§( 


dqi  dpi dqi  dpi 

da  db       db   da 


) 


eine  Gleichung,  die  man  auch  in  den  folgenden  Formen  schreiben 
kann 


(9») 
oder 


(a,  *;  = 


dqi 


dpi 
db 


dqi 


dpi 
da 


da 


(a,  *)  = 


db 


^P*-db 
da 
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Wir  erhalten  in  dieser  Weise 

(10)  |(«-«^)irr  +  |o».«,)#  =  ^. 

(11)  %^''i^ßr)'it+%^O^r)^-Wr- 

Die  Gleichung  (11)  erhält  man,  indem  man  (7)  und  (8)  mit  bez. 
^  und  —  -^  multiplicirt  hat  und  die  Eesultate  für  sämmtliche  t 

addiri 

Die  Ausdrücke  (a^  b)  sind  zuerst  yon  Lagbange  eingeführt 
worden  und  werden  oft  LAGRANGifsche  Parenthesen  genannt  Die- 
selben besitzen  verschiedene  interessante  Eligenschaften,  von  denen 
ich  hier  nur  zwei  henrorhebe,  nämlich 

f  (Ä,a)  =    -(a,*) 

(12)  ^       ', 

l  (a,a)  =  0 

die  aus  der  Definition  unmittelbar  folgen. 

Die  Formeln  (}0)  und  (11)  gelten  für  jedes  System  yon  Inte- 
grationsconstanten.  Besonders  einfach  gestalten  sich  indessen  diese 
Gleichungen,  wenn  a^  und  ß^  canonische  Gonstanten  sind. 

Wenn  nämlich  a^,  ...,  er,;  /9^,  ...,  ß^  durch  die  Integration 
Ton  (4)  entstanden  sind,  und  F{ty  cc^j  -",  cc^\  ?i >  ** m  ?J  &^o 
eine  Function  mit  n  unabhängigen  Constanten  o;^ ,  . . . ,  o;^  ist^  welche 
die  Gleichung  (4)  befriedigt,  dann  ist 

Es  ist  aber  nach  (9**) 


t 


also  nach  (13) 

dV  dqi  d     ^  dV  dqi 


(«r.A) 


oft  i£i  ^9i  5«r        dar  <-^i  dqi  dß.  ' 
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Indessen  hat  man 
dV 


dor  \darl       (^  dqt  dor         "^       (^^  dqi  dar  ' 


dV  _  ^  dV  dqi 

dß.    ""  ^1  dqi  dß.  ' 


und  es  ist  also 


0  für  r  =f=  ir 


In  derselben  Weise  bekommt  man 

(14*)  K,«.)    -    {ßr>ß.)    =    0- 

Aus  (14)  und  (14*)  folgt  nun 

dt  dar  ,     ^ 

(15)  (r  =  l,2,...,n). 

\  'dl     "  IJr 

Eis  gilt  also  folgender  wichtige  Satz: 
Wenn  man  die  Gleichungen 

dqi       dH^         dpi  dH^     /,•  _  i     o  „\ 

IT^Wi'      'dt^'^'d^i     (i-l,J,...,n) 

mittelst  der  RAntLTOihJ aqob^ sehen  partiellen  Differentialgleichung 

integrirt,  undq^fl;a^,  ...,  «,;  ft,  ..,  ßj  undp^(t;(c^,  ,..,  a,;  ft,.  .,/?J 
d&  so  erhaltenen  Integralfunctionen  bedeuten  ^  wo  a^  und  ß^  canonische 
Integrationsconstanten  sind,  so  kann  man,  wenn  a.  und  ß^  als  veränder-^ 
Uche  Grössen  betrachtet  werden,  in  den  Gleichungen 

dßi_^dH        d[^^_dH     (£^1     2,...,n) 
dt         dpi'       di  dqi      ^  '      '        '    ^ 

Substitutionen 
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Pi^Piifi^^  •••»  «*;  ß\y  •  •>  /'J 

o^rtotf^cA^n   «tuf  die  Differemtuilgleichungen  für   die   neuen 
liehen  cc^  und  ß^  lauten  dann 

I  dt  dtti 

'  dt  "  dßi 


Die  canonischen  Integrationsconstanten  denken  wir  uns  durch 
die  Gleichungen  (13)  bestimmt 

Auf  Grund  dieses  interessanten  Theorems  allein  gebührt  der 
cananiechen  Form  der  Differentialgleichungen  in  der  Mechanik  ein 
entschiedener  Vorzug  vor  anderen  Formen   für   diese  Gleichungen. 


ZWEITER  ABSCHNITT 

UEBER  DIE  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

IN  DER  MECHANIK 

BEDINGT  PERIODISCHE  BEWEGUNGEN 


§  I.    Integration  der  HAiiiLTON-jACOBi'schen  DifTerentialglelchung 
durch  Separation  der  Variabein.    Tlieorem  von  StAckel. 

Wenn  die  Zeit  nicht  expticite  in  der  charakteristischen  Function 
H  Yorkommt,  so  lautet  die  Hamilton- jACOBi'sche  partielle  Differential- 
gleichung nach  Formel  (11)  §  9  im  ersten  Abschnitt 

(0  H(q^,  . ..,?„;   1^,  ...,  |^  =  A. 

Hier  ist  H  eine  Function  zweiten  Grades  in  den  partiellen 
Differentialquotienten  von  W. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen:  Wann  lässt  sich  diese 
Gleichung  durch  eine  Separation  der  Variabeln  integriren^  d.  h. 
wann  ist  es  möglich,  die  Gleichung  (1)  in  der  Weise  zu  integriren, 
dass  man  für  JF  die  folgende  Form  annimmt: 

(2)  r=  i;  r«)(y,), 

WO   also  jedes  Glied  rechter  Seite  ^^^(g^  nur  von  einer  der  Ver- 
änderlichen —  g^  —  abhängig  ist. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  in  ihrer  allgemeinen  Fassung  scheint 
mit  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein,  wenig- 
stens wenn  es  gilt,  sowohl  die  nothwendigen  wie  die  hinreichenden 
Bedingungen  für  die  Lösung  aufzusuchen.  E^  ist  indessen  Herrn 
P.  Stäokel  gelungen,  das  Problem  in  einem  ziemlich  umfassenden 
Fall  zu  lösen. 

Dieser  Fall  ist  der,  dass  in  (1)  ausser  den  Veränderlichen  ^i ,  •  • .  9^ 

nur  die  Quadrate  von  -^ — ,  • . . ,  -ä —  vorkommen.    Man    kann   dann 

og\  ogn 
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nicht  nur  die  betreffenden  Bedingungen  für  die  Lösung  finden,  son- 
dern auch  die  Bewegung  vollständig  disaUiren. 

Angenommen  also,  dass  (1)  von  folgender  Form  ist: 


(3) 


H^\±^A.(^y-(U+a,)^0, 


WO  U  die  Eräftefunction,  cc^  eine  CSonstante  bezeichnet  Es  ist  nun  die 
Aufgabe  zu  untersuchen:  wie  müssen  A^, ...,  A^  und  U  von  qi,   -j  g^ 
abhängen,  damit  die  vollständige  Lösung  von  (8)  von  der  Form  (2)  sei. 
Setzt  man 

(sn  -     « "^ 

80  ist  also 
(8**) 


^^''^ä^' 


Ist  nun  ff^{qi,  -",  ?^;  cc^,  "-,  cej  die  vollständige  Lösung 
dieser  Gleichung,  so  muss  bei  Einsetzung  dieser  Function  in  (3**) 
diese  Gleichung  in  eine  Identität  übergehen,  die  also  befriedigt  wird 
für  beliebige  Werthe  der  Integrationsconstanten  c^x '  - *- '  ^n* 

Man  kann  also  diese  Gleichung  nach  irgend  einer  von  diesen 
Grössen  a^,  ...,  a^  differentiiren,  und  man  bekommt  somit  die  n 
Gleichungen: 

dW* 


(4) 


A 


doi 


+^T^+-+^ 


"  flo, 
dW* 


"  5o, 


=  0, 


^^^  +  ^^  +  ...  +  ^,^•  =  0. 


dOn 


dOn 


"  da. 


Da,  nach  der  Annahme,  die  Function  fr(g^  1  •  •  •  9  ?« ;  <^i  1  •  •  •  1  ^J 
ein  vollständiges  Integral  von  (1)  ist,  so  muss  nach  §  9  ün  vorigen 
Abschnitt  die  HESSE'sche  Determinante  von  }f  von  Null  verschieden 
sein.    D.  h.  es  ist 


(5) 


£ 


ö«  W 

d*W 

dqida^' 

'"'  dqnda^ 

d^W 

a»fr 

dqidon' 

•••'  dq.da. 

+  0. 


§  1,   bUegraHon  dar  Hamilton- Jacobi^ sehen  Di/ferentialgleiehung  u,  s.  u?.    79 
Betrachtet  man  nun  die  Determinante 


(6) 


J  = 


B  IV,* 


dW.» 


fl  o,   '  ' "    '     fl  o, 


80  findet  man,  dass 
(7)  J 


a«.  '  •    ■•     da. 


2^  IV       U/'  W    tP 


und  da  E  nicht  identisch  verschwindet,   so  muss  dies  auch  mit  A 
der  Fall  sein. 

Wenn   dem  aber  so  ist,  so  kann  man  (4)  nach  den  Ghrössen 
A^,  . . . ,  Ä^  auflösen,  und  man  bekommt  dann  nach  I  §  1  (9) 


(8) 


A-T 


dJ 


^  =  4 


dA 


i» 


^.  =  ~ 


2      dA 


A  ^dWJ 


doi 


Nach  (3**)  ist  nun  auch 


(9) 


d«! 


Da  nach  I  §  1  (2) 


J  = 


^^^J     dA 


-1  l      Q  H 


doi 


80  kann  man  statt  (9)  auch  schreiben: 


(9^ 


sw*\  1    aj 


Ä     dW» 

OS, 
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Die  Formeln  (8)  und  (9*)  sind  immer  gültig.  Wir  haben  hier 
keine  andere  Annahme  über  die  Function  W  gemacht,  als  dass  die- 
selbe das  vollständige  Integral  von  (1)  ausmacht. 

Wir  unterwerfen  nun  H^  der  Bedingung,  dass  in  W  die  Variabein 
separirt  sind,  so  dass  also  JV  von  der  Form  (2)  ist  Wir  werden 
dann  noch  sehen,  was  aus  den  Formeln  (8)  und  (9*)  folgt 

Erstens  folgt  aus  (S'*'),  dass  JT^  eine  Function  von  q^  allein  ist 
Da  wir  weiter  gefunden  haben,  dass  J  nicht  identisch  verschwindet, 
so  giebt  es  immer  Werthe  für  die  Integrationsconstanten  a^,  .  ,  cc^t 
für  welche  J  von  Null  verschieden  ist  Es  sei  a^®,  ...,'*a^®  ein 
solches  System  von  Werthen. 

Für  diese  Werthe  von  «^ ,  . . . ,  a^  gehen  nun  die  Functionen 

dWJ 


da 

in  bestimmte  Functionen  von  q^  über.     Gesetzt  also: 

d  w^ 
qpxy  (yx)  =  -^  ,     (x,  V  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) , 

so  ist 


(10)  J  = 


9»i,  (^i),  ....  ^^(yj 

•  •  •  •  •  •  • 


Für  die  betreffenden  Werthe  von  a^ ,  . . . ,  a^  gehen  auch  die 
Ausdrücke 

^-j^     (x=  l,  2,  ...,  n) 


/^x*- 


in  bestimmte  Functionen  von  9^^  (^  =  1 »  2 .  ...»  n)  über.    Setzt  man 
also 

so  gelangt  man  zu  dem  Theorem  von  Stäckel: 

Wenn  die  HAMiLTON-J^AcoBifsche  Differentialgleichung 

(11)  ^=2/-(lf)'-2(^+«i)  =  o 
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Separation  der  Variabein  gestattet y  so  giebt  es  nothwendig  ein  System 
von  n'  Functionen 

VHyiqn)       (X,f  =   1,  2,    ...,    n) 

und  ein  System  von  n  Functionen 

von    der    JBeschafferüieit,    dass   sich    die  Coefficienten  A^,  A^,  . . . ,  A^ 
durch  die  Gleichungen 

(12)  ^""iä^     (*=1,2,  ....  n) 

und  die  Kräftefunction  U  durch  die  Gleichung 

darstellen  lassen.^     Hier  ist  A  durch  (10)  definirt 

(In  den  Ausdrücken  (8)  für  A^  kommt  der  Factor  2  vor.  Der- 
selbe kann  offenbar  weggelassen  werden,  wobei  man  nur  die  will- 
kürlichen Functionen  t//^  entsprechend  zu  verändern  braucht) 

Diese  Bedingungen  sind  nothwendig.  Ob  auch  die  Wahl  der 
Functionen  (p^^  und  t/;^  willkürlich  geschehen  kann,  ist  hieraus 
nicht  direct  einleuchtend.  Das  ist  aber  in  der  That  der  Fall.  Um 
dies  zu  zeigen,  wäre  offenbar  der  directeste  Weg,  wenn  man  be- 
weisen könnte,  dass  die  Gleichung  (11),  wo  die  Coefficienten  durch 
(12)  und  (13)  gegeben  sind,  immer  durch  Separation  der  Variabeln 
gelöst  werden  kann,  was  für  Werthe  auch  den  Functionen  (p  und  t/; 
zuertheilt  werden.   Das  ist  gerade,  was  Stägkel  a.  a.  0.  gezeigt  hat 

Die  Lösung  der  betreffenden  Gleichung  ist  in  der  That  die  folgende: 


(14)  /f- =  i;J  l/2i/;.(9J+  J;^2a,(jp.,(y0^y,. 


^  P.  Stäckel:  Ueber  die  Integration  der  Hamilton- jACOBi'schen  Differential- 
gleichung mittels  Separation  der  Variabein.    Habilitationsschrift    Halle  1891. 
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Hieraus  folgt  nämlich 


(15) 


(^)'  =  2 ^^ (y»*^  "^  Ji  ^  ""^ ''"'^^"^ 


Setzt  man  aber  in  (11)  die  Ausdrücke  (12)  und  (13)  ftir  A  und  U 
ein,  und  nimmt  auf  die  Relation 


1  = 


1    dJ 


2l  V''^'Äj~zr~ 
=  1       ^  ö^i 


Rücksicht,  so  lautet  dieselbe: 


(16) 


=  0. 


Diese  Gleichung  wird   aber   durch  (15)  befriedigt    Setzt  man 


nämlich  diesen  Ausdruck  fßr 


dW 

dq 


ein,   so  bekommt  man  statt  (16) 


i?.{ 


2aAy.A(yK)}  =  ^^;|j^{2ai2^yKAö^}^ 


Nun  ist  aber  nach  I  §  1  (2) 


<-,        _dJ_  _  |i  ar  A  =  1 


SO  dass  die  Coefißcienten  von  ax  identisch  verschwinden. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (11)  wird  also  durch  (14) 
befriedigt  Diese  Gleichung  enthält  auch  die  erforderliche  Zahl  von 
Constanten  a^,  . , .,  a^  und  diese  sind  von  einander  nicht  ab- 
hängig.    In  der  That  folgt  aus  (15),  dass 


und  folglich  ist 


dWJ 


2« 


V 


HV 


(x,  v=  1,  2,  .  .  .,  n). 
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Andererseits  ist  aber 


d_WJ 

da 


=  2^  fr^H^,...JF, 


-2-rir,...r, 


Ö^. 

dq^da 

^v 

yerschwindet^  so  mnss  dies  auch  mit 


der  Fall  sein,  und 


Da  nun  angenommen  worden  ist,   dass  {  (p^^  \  nicht  identisch 

die    Integrationsconstanten    a^,   . . . ,   a^    sind    also    von    einander 
unabhängig. 


Der  partiellen  Differentialgleichung 


Ä=:0 


entspricht  das  System  von  CAuonischen  Differentialgleichungen 


(17) 


dqt  _ 
dt 

äpi  _ 
dt 


BH 
dpi 

dH 
dqt 


(t=  1,  2,  ..  .,  n), 


wo  nun,  wenn  Separation  der  Variabein  stattfindet^ 


(18) 


^=li;^x/^.*-«^, 


2j^ 


N  =  l 


und  A^  und  U  durch   die  Relationen  (12)   und  (13)  gegeben   sind. 
Nach  I  §  9  (12)  lautet  nun  die  Lösung  von  (17)  folgendermaassen 


(19) 


dW 

d  «i 


n 


=•  '  +  A  =2 


»«i(9«)«'9. 


K  — 


J    ]/iV.(0  +  ^^^^''l<PHl{9n) 


(19*) 


da.. 


n 


/?.  =2 


<fHu(i^^9, 


H  = 


j  lA^^^^") 


(iu  =  2,  3,  .  ..,  n). 
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Diese  Gleichungen  (19)  und  (19*)  enthalten  also  die  vollständige 
Lösung  der  canonischen  Differentialgleichungen  (17)  unter  den  hier 
gemachten  Voraussetzungen. 

Stellen  wir  also  die  Resultate  zusammen,  so  lauten  sie  folgen- 
dermaassen: 

Wenn  n(n  +  f)  Functionen  je  einer  Veränderlichen 

V'^^iln)       (x,  v  =  1,  2,  .  .  ..  n) 
und 

V^H   {qn)       («=  1,  2,  .  .  .,  n) 

gegeben  sind,  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Determinante 

^—\V'<y\       [x,  v=^l,  2,  .  .  .,  n) 

nicht  identisch  verschwindet,  aber  sonst  willkürlich  gewählt  sind;  wenn 
unr  weiter  annehmen,  dass  die  n  +  1  Functionen  Ä^j  .  .  , .  A^  und  ü 
so  bestimmt  sind,  dass 

SO  ist  die  Losung  der  canonischen  Differentialgleichungen 

~dT^Ji/        U^'^d^        ii-  1,  ^,  ..  .,  /i), 
wo 

durch  die  Gleichungen  (19)  und  (19*)  ausgedrückt. 

Bemerkung:     Wäre  eine  von  den  Unterdeterminanten 


d  9 


identisch   gleich  Null,   so    würde  der   entsprechende  Coefficient  A 
verschwinden.     Dann   folgt   aber    aus    den   Differentialgleichungen, 


•» 
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dass  der  entsprechende  Werth  für  q^  eine  Constante  ist,  so  dass  die 
Ordnung  der  DifFerentialgleichangen  um  eine  Einheit  heruntergedrückt 
werden  kann.  Ich  habe  vorausgesetzt,  dass  diese  Erniedrigung  der 
Ordnung  schon  vollftihrt  worden  ist,  so  dass  keiner  von  den  Coef- 
ficienten  A,^  verschwindet 

Die  durch  die  Oleichung  (19)  und  (19*)  bestimmte  Bewegung 
kann  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  vollständig  discutiren. 
Bevor  ich  aber  zu  dieser  Discussion  für  eine  beliebige  Zahl  von 
Veränderlichen  übergehe,  werde  ich  das  einfachste  Beispiel  in's 
Auge  fassen,  den  Fall  nämlich,  dass  nur  eine  einzige  Veränderliche  q 
vorhanden  ist 


§  2.    Bewegungen,  die  durch  einen  Freihettsgrad  bestimmt  sind. 

Libration  und  Limitation. 

Von  einer  Bewegung,  die  durch  die  canonischen  Dififerential- 
gleichungen 

dqi  _        dH  r    1 

dt   "        d^,  '    /    * 

(t  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n) 
dpi  dH  .         . 

bestimmt  ist,  sagt  man,  dass  dieselbe  n  Freiheitsgrade  besitzt    Ist 
nur  ein  Freiheitsgrad  vorhanden,  so  ist  also 


(1) 


wo 


dg  _        d^ 
dt  "        dp  ' 

dp d^ 

dt  "^        Bq  ' 


(1*)  B^\A{q)p^^V(q). 

Die   entsprechende  HAMiLTON-jAGOBi'sche  Differentialgleichung 
lautet  hier  einfach 
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und  68  ist  somit 


Hieraus  bekommt  man  weiter 


(3) 


Die  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Bewegung  wollen  wir 
nun  untersuchen. 

um  die  Ausdrucksweise  etwas  zu  verkürzen,  will  ich  die  Be- 
zeichnung ^^mechanische  Grösse^'  einführen.  Unter  einer  mechanischen 
Grösse  verstehe  ich  eine  Veränderliche^  die  nebst  ihrem  ersten  Differenz 
ticdquotienten  für  jeden  endlichen  IFerth  der  Zeü  reelle  stetig  und  end" 
lieh  ist 

Von  dieser  Art  sind  z.  B.  die  rechtwinkligen  Coordinaten  im 
Drei-Körperproblem  in  dem  Fall,  dass  ein  Zusammenstoss  in  end- 
licher Zeit  nicht  vorkommt.  Als  solche  mechanische  Grössen  kann 
man  auch  die  osculirenden  elliptischen  Elemente  eines  Planeten 
betrachten  u.  s.  w. 

Statt  der  Zeit  kann  man  hierbei  jede  andere  unabhängige  Ver- 
änderliche einführen ,  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  1)  mit  der 
Zeit  stetig  wächst  und  2)  mit  der  Zeit  unendlich  wird. 

Es  sei  nun  eine  mechanische  Grösse  g  durch  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form  (3)  bestimmt    Setzt  man 

2{U+a)A(q)  =  F{q), 
80  lautet  diese  Gleichung 

£^  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  g  niemals  einen  solchen  JTerth 
g  ^  a  überschreiten  kann,  für  welchen  die  Function  F(g)  verschwindet. 

Es  sei  nämlich  F{a) »  0,  und  die  Gradzahl  dieser  Wurzel  sei 
gleich  171,  wo  971  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet  Man  kann 
dann  schreiben 

(4*)  F{q)  =  ig  -  ar  (p  ig) , 
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wo  (p{a)  Ton  Null  verschieden  ist.  Wir  setzen  nun  voraos,  dass 
(p  {q)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  in  eine  convergente  Potenzreihe 
entwickelt  werden  kann,  wo  also,  den  Voraussetzungen  nach,  das 
constante  Glied  nicht  verschwindet    Aus  (4)  erhalten  wir  dann 

(5)  ^^  ,  (co  +  c,{q^a)  +  c,  (y- a)«+  ...)=:  ±  rf^. 

Wir  müssen  hier  bei  der  Integration  zwei  Falle  unterscheiden, 
je  nachdem  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist 

Für  ungerade  m  lautet  das  Integral  von  (5) 
(6)-^{^+«-^(y-«)+^(?-«)*+.-)-T(*+r). 

und  für  gerade  m 


(7) 


-c._^log(y-a)+ V-|^  +  ;^4(?-«)  + 


2  9 

(9  -  af 


+  ~-ei9-^)*+-]  =  'f{t  +  r), 


wo    T    eine    Integrationsconstante    bezeichnet    und    innerhalb    der 
Klammer  das  Glied  mit  dem  Coefficienten  c«,        wegzulassen  ist 


2-^ 


Lassen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  q  sich  dem  Werthe  q^a 
nähern,  und  zwar  so,  dass  die  linken  Seiten  von  (6)  und  (7)  reell 
bleiben,  so  wächst  gleichzeitig  der  absolute  Betrag  von  der  linken 
Seite  und  also  auch  von  t  über  alle  Grenzen,  so  oft  nämlich  m^2. 
Umgekehrt  können  wir  also  behaupten,  dass,  wenn  m^2  ist,  es 
keinen  endlichen  Werth  f  von  t  giebt,  fiir  welchen  q  den  Werth  a 
annimmt  Da  weiter  q  von  reellen  Werthen  grösser  als  a  zu  reellen 
Werthen  kleiner  als  a,  da  q  reell  und  stetig  ist,  nur  übergehen  kann 
durch  Passiren  des  Werthes  q  ==  a  selbst,  so  kann  also,  für  9ii^2^ 
q  niemals  die  Wurzel  q  =  a  überschreiten. 

Ist  endlich  m  =  1 ,  so  hat  man  nach  (6)  folgende  Relation 
zwischen  q  und  t  in  der  Umgebung  von  9  =  a 
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(8)  ±(t+T)^2(q-dfl'[e,  +  ^(q-a)  +  ^{q-ay +  ...]. 

Hieraus  bekommt  man  nun 
(8*)  y  -  a  =  ^1  (^  +  t)»  +  ^  (f  +  T)*  +  . . . 

Für  r  =  —  T  folgt  nun  q  =  Oj  welchen  Werth  man  also  hier  für 
einen  endlichen  Werth  von  t  erreicht.  Die  Stelle  g  =  a  kann  aber 
auch  hier  nicht  überschritten  werden.  In  der  That  folgt  aus  (8*)> 
dass,  fOr  A^  posiäv,  q  >  a  sein  mnss,  fOr  A^  negativ  immer  q  <  a. 
In  beiden  Fällen  kann  die  Stelle  q  ^  a  nicht  überschritten  werden. 
Wir  sind  also  zu  dem  folgenden  Resultat  gelangt: 
Wenn  q  eine  mechanische  Grösse  ist,  die  durch  die  Differenticd- 
gleichung 

(a)  (41-)' = m 

bestimmt  ist,  so  kann  q  für  keinen  endlichen  Werth  van  t  eine  solche 
Stelle  q  =  a  überschreiten,  für  welche 

(b)  F{q)  =  0 

ist 

Ist  q  =i  a  eine   einfache    Wurzel  von   (b),  so  wird  dieser   Werth 
für  einen  endlichen  Werth  von  t  erreicht  und  der  Differentialquotient 
von  q   wechselt  für  q  ^  a    dax   Zeichen.     Ist  die    Ordnungszahl  der 
Wurzel  grösser  als  Eins,  so  wird  der    Werth  q  ^  a  für  keinen  end- 
lichen Werth  von  t  erreicht. 

Es  seien  nun  a  und  b  {b  y-  a)  zwei  benachbarte  Wurzeln  von  (b) 
mit  den  Ordnungszahlen  m  und  n,  so  dass 

wo  ^p{q)  für  keinen  Werth  Ton  q  zwischen  a  und  Ä,  die  Grenzen 
eingeschlossen,  verschwindet. 

Wenn  q  bei  dem  Anfang  der  Bewegung  zwischen  a  und  b 
liegt,  so  muss  also  nach  dem  obigen  Theorem  q  immer  zwischen 
den  Grenzen  a  und  b  liegen. 
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Um  die  durch  (9)  bestimmte  Bewegung  zu  untersuchen,  fUhren 
wir  eine  Hilfsgrösse  w  ein,  die  so  definirt  ist,  dass 

^^^'  (jJ)'=/?*(9-«)-(*-?)-, 

und  es  ist  dann 

<")  (!t)*-?>v.W. 

Da  die  Gleichung  (9)  durch  zwei  andere,  jede  mit  ihrer  be- 
sonderen Integrationsconstante,  ersetzt  worden  ist,  so  ist  es  erlaubt, 
die  eine  von  diesen  Constanten  nach  Belieben  zu  bestimmen.  Wir 
setzen  fest^  dass  in  (11)  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  wird, 
dass  w  den  Werth  Null  erhält,  wenn  t  selbst  gleich  Null  ist.  Dann 
folgt  aus  derselben  Gleichung,  dass  w  immer  einen  reellen  Werth 
haben  muss.  Wir  können  aber  nicht  nur  über  den  Werth  von  to 
beim  Anfang  der  Bewegung  verfligen,  sondern,  da  es  nur  nothwendig 
ist,  dass  die  Gleichung 

m  m-  m 


zwischen  den  QuadrcUen  der  Differentialquotienten  stattfindet,  so  ist  es 

dw 


auch  erlaubt,  -^  beim  Anfang  der  Bewegung  ein  beliebiges  Zeichen 


zu  ertheilen. 

G^ben   wir   dann   dw    beim   Anfang    der   Bewegung    dasselbe 
Zeichen  wie  dt,  so  werden  die  Zeichen  dieser  beiden  Grössen  immer 

übereinstimmen,  da  -=-  nie  Null  (oder  unendlich)  werden  kann.    Wir 

haben  also  für  alle  Werthe  von  i 

dw 


^=+iiw). 


wo  ß  eine  noch  unbestimmte  positive  Constante  bezeichnet 

Aus  dieser  Gleichung  zwischen  w  und  t  können  wir  eine 
wichtige  Eigenschaft  von  w  ableiten.  Da  nämlich  q  in  seinen 
Aenderungen  so  bestimmt  ist,  dass  immer  b'^q^a^  und  den 
gemachten  Voraussetzungen  gemäss  rpiq)  in  diesem  Gebiete  stetig 
ist  und  nie  Null  oder   unendlich   wird,   so  muss  nothwendig  \f){q) 
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für  die  genannten  ^-Werihe  eine  endliche  obere  Grenze  und  eine 
von  Null  verschiedene  positiTe  untere  Grenze  haben.    Dasselbe  gilt 

dann  auch  flir  -^yi//(y),  so  dass  es  immer  möglich  ist,  zwei  posi- 
tive Zahlen  L^  und  Z,  zu  finden,  der  Art,  dass  für  alle  g^  die  hier 
in  Betracht  kommen, 

und  hieraus  folgt,  dass 

(12)  L^t<G)<Z^t. 

Nachdem  wir  zwei  bestimmte  Grenzen  gefunden  haben,  inner- 
halb deren  die  Werthe  von  w  eingeschlossen  sein  müssen,  können 
wir  zur  Untersuchung  der  Gleichung  (10)  übergehen,  welche  die 
Relation  zwischen  q  und  to  enthält 

Wir  bemerken  hier  gleich  die  grossen  Vortheile,  die  uns  die 
Einführung  der  Hilfsgrösse  tr  gewährt  In  der  That  liegt  nun  die 
ganze  Discussion  der  Bewegung  in  der  Gleichung  (10),  die  durch 
elementare  Methoden  behandelt  werden  kann.  Angenommen,  dass 
die  Lösung  derselben  wäre 

g  =  f(tß), 

so  brauchen  wir  hier  nur  w  alle  Werthe  zwischen  —  oo  und  +  oo 
durchlaufen  zu  lassen,  um  die  ganze  Bewegung  von  q  darzustellen. 
Und  noch  mehr,  wenn  wir  to  mit  einer  Constante  mal  t  identificiren, 
können  wir  eine  angenäherte  Darstellung  der  Bewegung  bekommen. 
Es  ist  dies  eine  Annäherung  von  derselben  Art  wie  die,  welche 
man  im  gewöhnlichen  Pendelprobleme  bekommt,  wenn  man  die  dort 
auftretende  Sinus  Amplitudinis  gegen  einen  gewöhnlichen  Sinus 
vertauscht. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  dass 

m  =  n  =  1 , 

welcher  Fall  zuerst  von  Weiebstbass  in  einer  wichtigen  Abhand- 
lung behandelt  worden  ist  (Monatsberichte  der  Berliner  Akademie 
1866). 
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Eis  ist  nun 
<13)  -^=/?V(?-«)(*-y). 

Die  Lösung  dieser  Gleichung  lautet 

(14)  q  as  acos*  — /9ii?  +  b  sin^  —  ßw. 

E^  ist  also  in  diesem  Falle  g  eine  periodische  Function  von  w 

mit  der  Periode  — ^-     Es  wird  sich  aber  zeigen^  dass  q  dann  auch 

in  t  periodisch  ist     Ueber  die  Constante  ß  können  wir  z.  B.  so  ver- 
fügen, dass  die  Länge  der  Periode  in  Bezug  auf  w  mit  der  Perioden- 
länge in  t  übereinstimmt 
Es  ist  nun  nach  (11) 


ßdw    _ 
0 


2n 


Wird  w  um  -5-  vermehrt,   so  bleibt  q  unverändert    Nennen 

p 

wir  den  entsprechenden  Zuwachs  in  t  2Ty  so  ist  also 

/  1/  y  (0  C08*—  ^iT  +  6 sin'  "äT  1^«') 

w 

Dieser  Ausdruck   ist   aber  von  w   unabhängig,   da  nämlich  t^ 

2  n 

periodisch  in  w  ist  mit  der  Periode  — ^ ;     folglich    wird    2  T   eine 
Constante,  und  es  ist  also  q  in  t  periodisch  mit  der  Periode 


(15)  2r  = 


2n 
fi 

ßdto 


oder 


(16)  r  = 


0 


V'  (a  CO«'-«"  ß  ^  +  b  ein"  -0"  l^*'^) 


/» pdtr 

/  l/  y  [ a  coe"    -  ß  w  +  b  ein' -^ ^  w) 

0 
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eine  Oleichung,   die  nach  (14)  auch  folgendermaassen  geschrieben 

werden  kann 

fr 


(q) 


Wenn  die  Länge  der  Periode  in  u  und  in  t  gleich  sein  soll, 
so  hat  man  also 

2n 


2^=7-' 


oder 


(17)  ß  = 


TT 


Wenn  die  Wurzeln  a  und  b  der  Gleichung 

F{q)  =  0 

einfache  Wurzeln  sind,  so  wird  also  q  eine  periodische  Function  der 
Zeit  Diese  Function  ist  auch  eine  gerade  Function  von  t  Die  ana- 
lytische Darstellung  dieser  Function  kann  leicht  gefunden  werden. 

Nach  dem  Theorem  von  Foübieb  hat  man  nämlich 

(18)  q^\B,  +  B,  cos^  +  B^  cos^  +  .  .  ., 

wo 

T 

(18»)  TB^  =  2Jqco%^-f-dt. 

0 

Hieraus  bekommt  man  durch  theUweise  Integration 

h 
(18*^  n«2?,  =  -  2  /"sin-^rf^, 

a 

wo  man  t  durch  q  auszudrücken  hat 

Die  Berechnung  von  (18**)  geschieht  am  besten,  indem  man  i 
und  q  durch  die  Hilfsgrösse  w  ausdrückt. 
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Nach  (11)  and  (17)  hat  man 
idt=.  '*''•' 


(19) 


und  hier  ist 


-B 


nw 


^  C^,  +  C,  C08^  +  C,  COS  ^^  + 


(19*) 


/?co8 — 7ir-dw 
Tc^  =  2  ,  

0 


Im  Besonderen  ist  also  nach  (16) 


dw^ 


(in 


y«o  =  i- 


Durch  Integration  von  (19)  erhält  num  non 


(20) 


^  =  u?  H c,  sin 


nto 


2  71       « 


c«sin 


2nu? 


+  ... 


Durch  diese  Gleichung  ist  t  durch  10  ausgedrückt^  und  die 
Coefficienten  in  dieser  Reihe  können  aus  (19*)  immer,  beispielsweise 
mittels  sogenannter  mechanischer  Quadratur,  berechnet  werden. 

Andererseits  ist  nach  (13)  und  (14) 


(21) 


1  71       ,t  x'TlWj 

^9  =  ir7r(*-ö)8i^-7r^«^- 


2T 


Führen  wir  nun  die  Ausdrücke  (20)  und  (21)  in  (18**)  ein,  so 
bekommt  man 

T 


(22) 
oder 


nTB^^  -(Ä  — fl)  /  sm-y-sin-y-rfio, 


0 


71 


(22 


*)    -^---^=   l  QO^Y  [nt+  w)dw  --  l  Q,o^^{nt'-w)dwy 


wo  nun  der  Ausdruck  (20)  für  t  einzuführen  ist 
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Die  numerische  Berechnung  Ton  B^  nach  dieser  Formel  kann 
in  verschiedener  Weise  ausgef&hrt  werden:  durch  mechanische 
Quadratur,  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  c^,  c^ ,  .  .  . , 
mittels  BESSEL'scher  Functionen  u.  s.  w. 

Wäre  die  Ordnungszahl  der  Wurzeln  der  Gleichung 

F[q)  =  0 

grösser    als    die    Einheit,    so    lässt    sich    die   Discussion    der  Be- 
wegung mit  Hilfe  der  Gleichung 

leicht  ausführen. 

Es  sei  erstens  eine  von  den  Ordnungszahlen  z.  B.  n  =  1 ,  die 
andere  —  m  —  aber  grösser  als  Eins.  Wenn  nun  für  ^  =  0  dq 
positiv  ist,  so  wächst  y,  bis  die  obere  Grenze  —  y  ==  i  —  erreicht 
ist  Hier  wechselt  nun  dqidw  das  Zeichen,  q  fängt  an  abzunehmen 
und  nähert  sich  mit  wachsendem  w  (also  auch  t)  unbegrenzt  dem 
Werth  y  =  a,  ohne  denselben  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen. 

Wäre  zweitens  sowohl  m  wie  n  ^2,  dann  kann,  während  der 
Bewegung,  dqidw  niemals  das  Zeichen  wechseln  und  y  nähert  sich 
allmählich  einer  von  den  Grenzen  a  oder  b  (der  letzteren  Grenze, 
wenn,  fiir  ^  =  0,  dqidw  positiv  ist,  der  ersteren,  wenn  dqidw 
negativ  ist),  ohne  dieselbe  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen. 

Ich  habe  a.  a.  0.^  um  die  bei  der  Lösung  der  Differential- 
gleichung (4)  auftretenden  Bewegungen  zu  charakterisiren,  die  folgen- 
den Bezeichnungen  angewandt: 

L  Man  sagt,  dass  eine  Grösse  eine  Libraüonsbewegung  besitzt^ 
wenn  sie  periodisch  zwischen  zwei  festen  Grenzen  hin  und  her 
schwankt     Diese  Grenzen  werden  Zibrationsffrenzen  genannt 

n.  Man  sagt,  dass  eine  Grösse  eine  Limitationabewegung  besitzt^ 
wenn   sie    sich   allmählich  einem   bestimmten   Grenzwerthe  nähert, 


^  „lieber  die  Lösung  mechanischer   Probleme,   die  auf  hTperelliptische 
Differentialgleichungen  flUiren.''    Bulletin  de  TAcad.  de  St  P^tersbouig  1888. 
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ohne   denselben  je  in   endlicher  Zeit  zu  erreichen.    Der  fragliche 
Orenzwerth  wird  LimüatUmsgrenze  genannt 

Ans  der  vorhergehenden  Untersuchung  geht  nun  unmittelbar 
hervor,  dass  die  Bewegung  im  vorliegenden  Falle  nur  von  diesen 
beiden  Arten  sein  kann.  Und  zwar  tritt  Libration  ein^  wenn  die 
Wurzeln  a  und  b  beide  einfach  sindy  sonst  immer  Limitation. 

Der  allgemeine  analytische  Ausdruck  für  ^  ist  für  den  Librations- 
fall  oben  (hauptsächlich  nach  Weiebstrass  a.  a.  0.)  gegeben  [(18) 
und  (22*)].  Die  entsprechenden  Ausdrücke  in  dem  Limitationsfall 
sind,  so  viel  ich  weiss^  bis  jetzt  nicht  gegeben. 

Die  hier  mit  jjLimitation'^  bezeichneten  Bewegungen  sind  von 
derselben  Art  wie  die  von  PoiNCABfi  untersuchten  asymptotischen 
Bewegungen.  Die  analytische  Entstehungsweise  der  letzteren  ist 
aber  nicht  mit  der  hier  betrachteten,  für  die  Limitationsbewegung 
gültigen,  übereinstimmend,  und  ich  habe  deswegen  den  Namen  Limi- 
tationsbewegung beibehalten. 

Die  Untersuchungen  über  die  Gleichung 


(a)  (4f)'=^(y) 


haben  in  der  Geschichte  der  Mathematik  eine  eigenthümliche  Ent- 
wickelung  gehabt  Lassen  wir  F{q)  ein  Polynom  in  q  bezeichnen 
von  der  Gradzahl  s,  so  wurde  im  Anfang  vorigen  Jahrhunderts  be- 
wiesen, dass,  wenn  «  =  4,  ^  eine  sogenannte  elliptische  Function  von  t 
ist,  die  zwei  Perioden  hat,  von  denen  wenigstens  eine  imaginär 
sein  muss.  Ist  aber  «  >  4,  so  muss  q,  als  Function  der  complexen 
Veränderlichen  t  betrachtet,  mehr  als  2  Perioden  haben.  Nun 
wurde  aber  von  Jacobi  in  einer  berühmten  Abhandlung  {,^e  Func- 
tionibus  duarum  Variabilium,  quadrupliciter  periodicis"  Werke  11) 
bewiesen,  dass,  wenn  eine  Function  3  (oder  mehrere)  Perioden  hat, 
entweder  diese  Perioden  sich  aus  zwei  Perioden  zusammensetzen 
können,  oder  die  Function  so  beschaffen  sein  muss,  dass  sie 
bei  einem  unendlich  kleinen  Zuwachs  des  Argumentes  unveränder- 
lich ist  Jacobi  zog  hieraus  a.  a.  0.  den  Schluss,  dass,  wenn  F{q) 
von  höherem  als  dem  vierten  Grade  ist,  q  nicht  analytischals  eine 
Function  von  t  betrachtet  werden  kann. 
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Der  Fehlschluss,  wenn  ich  ihn  so  nennen  darf,  beruht  darauf, 
dass  Jacobi  in  seinem  Beweis  angenommen  hat,  dass  q  in  der 
ganzen  imaginären  Ebene  unbeschränkt  veränderlich  ist  Be- 
schränkt man  aber,  wie  Weibrstbass  es  in  seiner  oben  citirten 
Abhandlung  gethan  hat,  q  auf  nur  reelle  Werthe,  so  lässt  sich, 
wie  wir  schon  gesehen  haben,  q  als  eine  wohl  definirte  Function 
der  ebenfalls  reellen  Veränderlichen  t  betrachten.  Man  kann  sogar 
auf  diesem  Wege  weiter  gehen  \  indem  man  statt  nur  zwei  Wurzeln 
von  der  Gleichung 

F{q)  =  0 

vier  —  sie  seien  a^,  a^  a^,  a^  —  abtrennt  und  eine  Hilfsgrösse  m?, 
durch  die  folgende  Gleichung  definirt,  einführt: 

was  von  Nutzen  sein  kann,  wenn  in  einem  mechanischen  Probleme 
beim  Anfang  der  Bewegung  q  unter  Umständen  zwischen  verschiedenen 
Wurzelpaaren  a^  und  c^  liegen  kann. 

Beispiel.     Das  einfache  Pendel, 

Wird  die  verticale  Coordinate  des  Pendels,  von  dem  Aufhftngepunkte 
nach  dem  Nadir  gerechnet,  mit  x  bezeichnet,  und  die  Lange  des  Pendels  mit  4 
die  Acceleration  der  Schwerkraft  mit  g^  so  ist 

Idx 


wo  »0  ®^Q6  Integrationsconstante  bezeichnet 

Aus  den  obigen  Auseinandersetzungen  folgt  nun  unmittelbar,  wenn: 

1)  -/<Xo</,  tritt  lAbraÜon  zwischen  den  Grenzen  x^  und  +  /  ein; 
wenn 

2)  %o  <  —  Ij  tritt  Libration  zwischen  den  Grenzen  —  l  und  +  /  ein,  d.  h. 
da«)  Pendel  bewegt  sich  inmier  in  derselben  Richtung;  wenn 

^)  ^^—  li  tritt  Limitation  ein,  und  das  Pendel  nähert  sich  mit  wach- 
sender Zeit  beliebig  nahe  dem  obersten  Punkte,  ohne  ihn  in  endlicher  Zeit 
zu  erreichen;  wenn 


^  Vgl.  eine  Abhandlung  von  Dillnbb  in  den  M6m.  de  la  Soci^t^  des  Sc. 
phys.  et  math.  de  Bordeaux,  t.  V. 
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4)  Xo  "■  +  / ,  bleibt  das  Pendel  im  nnteraten  Punkt  unbeweglich. 

Für  die  Periode  2  T  der  Bewegung  im  Falle  1)  und  2)  ergeben  sich  nach 

(16*)  die  Wertho 

i 

Idx 


27-  2 


/i 


und 


So 

r idx 


-i 
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Ich  gehe  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  über,  dass  die  Be- 
wegung n  Freiheitsgrade  besitzt  Es  sei  also  ein  canonisches  System 
von  Differentialgleichungen 


(1) 


dqi   ^        öfi; 

dt  dpi 

(t=  1,  2,  ...,  n) 
dpi_  ^_  dB 

dt   "^       dqi 


vorgelegt,  und  wir  nehmen  an,  dass  die  entsprechende  ELkMELTON- 
JxcoBi'sche  partielle  Differentialgleichung  sich  durch  Separation 
der  Variabeln  integriren  lässt,  so  dass  nach  §  1  (19)  und  (19*) 
^1 »  •  •  •  >  9n  d^ch  folgende  Differentialgleichungen  gegeben  sind. 


(2) 


^     ^  ^       j  <  =  1  V2  V'^C?*)  +  2  «i  <jPa  (gO  +  ...  +  2  ff,  9,,  (^0 

(^  =  2 ,  3 ,  .  .  . ,  n) 

Die  Veränderungen  von  q^,  ...,  q^  sollen  untersucht  werden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  sie,  nach  der  im  vorigen  Para- 
graphen gegebenen  Definition,  mechanische  Grössen  darstellen. 

Chasusr,  Mechanik  des  Himmels.  I.  • 
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Für  n  =  2  sind  diese  Gleichungen  zuerst  von  Staude  unter- 
sucht worden  (Math.  Annalen  1887)^  der  auch  den  ausserordentlich 
fruchtbaren  Begriff  „bedingt  periodische  Bewegungen^^,  von  welchem 
unten  gesprochen  wird,  eingeführt  hat  Für  n  >  2  sind  Staude's 
Untersuchungen  von  Stäckel  a.  a.  0.  weiter  geführt  worden,  der 
auch  eine  besonders  wichtige  Eigenschaft  dieser  Bewegungen  dar- 
gethan  hat  (Math.  Annalen  Bd.  54). 

Setzt  man 


(3*) 


"^Mii  =  2  V,(?<)  +  2cr,  y,,(y^  +  ...  +  2 «„ 9P,„ (y,) , 


so  laaten  die  Qleichnngen  (2)  und  (2*)  nach  ihrer  Differentiation 


(3) 


rf#  = 


0  = 


9x1  (gl)  d  gt  q>ni{qn)dq^ 

<f>\t  (?i)  rf  9t 


V<P.(9,) 


+  ...+ 


V<P.{?.) 


Beim   Anfang   der   Bevegang   mögen   q^,  ...,  q^  die   Werthe 
^j",  ...,  qj*  haben.    Man  betrachte  nun  die  Gleichungen: 


4) 


a>,(y^  =  0         (1=1,  2,  ...,  n). 


Es  seien  a^  und  b^  zwei  Werthe  von  9^^,  für  welche  (4)  erfüllt 
ist,  und  so  beschaffen,  dass  a^  <  q^^  <  b^.  Diese  Wurzeln  mögen 
noch  so  beschaffen  sein,  dass  zwischen  denselben  keine  andere  Wurzel 
der  Gleichung  0^  =  0  liegt  Die  Ordnungszahlen  der  Wurzeln  seien 
m.  und  n^.     Wir  setzen  nun: 


(5) 


dqi 


(9<  -  o,)  2  (6,  _  q,)  2 


=  ß^dw.     (i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n) 


Indem  vir  die  Bezeichnungen 
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(6)        ** (9.)  =  (y* - «r '(**-?/' «^.(y«)   (.  =  1.2,...,«) 

nnd 

(7)  p  (n\  ^     ^*> 


i9d 


einfahren,  so  bekommen  wir  also  nun  statt  (8)  die  Gleichungen 


(8) 


''^  =  ^n  (?i) ßidw,  +  ...  +  F^  (y,)/?. dw„, 
0  =  J^i, (9,) ft  rf«,  +  . . .  +  F,„  (y„) /?„  dtr„ . 


Nach  §  1  wissen  wir,  dass  die  Determinante 

^  =  I  Vij  I        i}yj  =  l,2,...,n) 


von  Null  verschieden   ist.    Es   muss   dann   auch  dasselbe  mit  der 
Determinante  • 


(9) 


-»=l-^ol        («,y=l,2,...,n) 


der  Fall   sein.    Es  besteht  in  der  Tbat  nach  (7)  zwischen  diesen 
beiden  Determinanten  die  Relation 


(10) 


E  = 


Vvfi '  Vi  •  •  •  ¥'« 


Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  (p..  und  betrachtet  dabei 
^\>  •-•f'^Pn  ^^  Gonstanten,  so  erhält  man 

1    dE 1    dA 

E  d  g>ij         J   d  <pij 
Nun  ist  aber  nach  (7) 


dE        dE         1 

^— •  —        -  j 


und  es  ist  also 


7* 
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Im  Besonderen  ist  f&r  J  =  1 

Im  ersten  Paragraphen  haben  wir  aber  bewiesen,  dass 

und  es  können  somit  auch  nicht  die  Determinanten 

identisch  gleich  Null  sein. 

Wir  nehmen  an,  dass  diese  Determinanten  ftlr  keinen  Werth 
von  jT^  (t  =  1  ^  2 ,  . . . ,  n)  zwischen  a.  und  & .  (t  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n)  Null 
oder  unendlich  werden. 

Nachdem  wir  diese  Bemerkungen  über  die  Determinante  E  und 
ihre  ünterdeterminanten  erster  Ordnung  vorausgesandt  haben,  lösen 
wir  nun  das  System  (8)  nach  dto^j ...,  dto^  aui^  was  geschehen  kann^ 
da  wir  nunmehr  wissen,  dass  die  Determinante  B  von  Null  yer- 
schieden  ist 

Nach  I  §  1  (9)  ist  also 

^^^^  E  ^    BE dE   ' 


dFn  dF, 


M 


Wenn  man  nun  das  Zeichen  der  Coefficienten  /^i»  ...,/?«  ge- 
hörig wählt;  so  folgt  also,  dass  indem  t  von  —  oo  ftu  +  oo  wächst 
(durch  reelle  Wertbe),  auch  w^, ...,  io^  immer  wachsen  müssen. 

Hieraus  folgt  nun  aber  zweitens  nach  (5),  den  Untersuchungen 

im  vorigen  Paragraphen  gemäss,  dass  g.  immer  zwischen  den  Grenzen 

a.  und  b.  bleiben  muss. 

Die  Functionen 

1    dE 
E  oFii 


§  3.     Bedingt  periodische  Bewegungen.  101 


müssen  nun  immer  eine  obere  und  eine  untere  Grenze  haben  und 
aas  (12)  folgt  dann  znletzt,  dass  w^  mit  t  über  alle  Ghrenzen  wach- 
sen moss. 

Die  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (2*)  definirten  Bewegungen 
sind  also  insofern  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  Be- 
wegungen analog,  dass  9i » •  •  •  ^  ?„  entweder  eine  Zi&ratians'  oder  eine 
i^t^^zhi^iubewegung  haben  müssen.  Nichts  hindert,  dass  einige  von 
den  Grössen  q,  eine  Limitationsbewegung  haben,  die  übrigen  eine 
Librationsbewegung. 

Wenn 

IW|  =  Wj  =   1  (t  as  1  ^  2  ,  .  .  •  ,  It)  , 

SO  tritt  Libration  bei  allen  Veränderlichen  ein,  und  da  dieser 
Fall  Ton  besonderem  Interesse  ist,  so  werden  wir  ihn  besonders 
weiter  verfolgen. 

• 

Die  Gleichung  (5)  lautet  nun 

(13)  -=^===^ß,dw,      (i  =  l,2,...,n), 

und  giebt 

(14)  qi^a^C0^^^ß^w.  +  b.mi^Yß^w^. 

Diese  Werthe  von  q.  setzen  wir  in  (8)  ein.  Wenn  wir  uns  der 
Bezeichnung 

(15)  0,,{q;i^fF,^{qiß,dw, 

bedienen,  so  bekommen  wir  durch  Integration  von  (8)  das  System 


(16) 


^  =  C„(iri)  +  ...  +  ö„(irJ, 


wo  Ä,, ...,  A   die  Integrationsconstanten  sind. 
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Lassen  wir  in  diesen  Gleichungen  w^  um  2  n  wachsen^  so  folgt, 
I  wir  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  sämmtliche 


wenn 


(17)  /?i=±l       (t=l,2,...,n), 


(18) 


t  +  A^  +  2(0j,  =  Gji  {w^  +2n)+  ö„  (u,,)  +  ...  +  ö^(trj 
^  +  2aii,  =  6„(ti?i  +2n)  +  ö„(tr,)  +  ...  +  G^{wJ 


und  hier  ist 


tOi 


Da  jT^  eine  periodische  f  \inction  Ton  tr^  ist,  so  ist  also  <o^ .  eine 
ConstatUe,  und  wir  haben 


2n 


2(0ij^fF,.{q,)dw,  ==  2fF,.{q,)dta, 


oder  auch 


0 


a>i 


'     J  Vöi-«i)(^-?i)'^i(?i) 


Aehnliche  Formeln  erhält  man,  wenn  io^,  w^  n.  s.  w.  um  2n 
vermehrt  werden. 

Wir  sind  also  zu  dem  Resultat  gelangt,  dass,  wenn  w.{i^  1, 
2,  .  . .,  n)  um  2n  vermehrt  wird,  die  Integrationsconstanten  Ä^j 
Ä^j  .  • . ,  Ä^  um  constante  Grössen  (o^^,  m.^y  . .  • ,  co^^  wachsen.  Um- 
gekehrt können  wir  auch  behaupten,  dass,  wenn  man  w^yio^,.,,,w^ 
als  Functionen  der  Integrationsconstanten  A^,  J^,  .  • . ,  J^  be- 
trachtet, diese  Functionen  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass, 
wenn  A^,  A^, ...,  A^^  bezvD.  um  öi.j ,  co^g ,  . . . ,  co,.^  vermehrt  werden, 

^''i  >  *^s>  •••>  *^t-i»  •'^t+i»  •••'  ^n  ^ifivörändert  bleiben,   wogegen  w^ 
um  2:t  vermehrt  wird. 

Die  Grössen  tr^,  . . .,  tr^  sind  in  der  That  eindeutige  Functionen 
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der  Integratdonsconstanten  A^^  . . .,  A^.  Um  dies  zu  beweisen 
differentüren  wir  die  Gleichungen  (16);  indem  A^,  . . .,  A^  als  Ver- 
änderliche betrachtet  werden.  Nimmt  man  auf  (15)  Bücksicht,  so 
bekommt  man  dann: 

welche  Gleichungen,  nach  dw^,  . .  .,  (fto^  aufgelöst,  geben 


^''"'i=ä^'^^i  +  •••  +  ölF^''"'»' 


(18**) 


^'^'^n  =  jp;;-/^i  +  •••  +  öTT^^- 


nn 


Da  nun  die  Functionaldeterminante  E  für  keinen  Werth  von  q.j 
der  innerhalb  des  zulässigen  Bereiches  f&r  diese  Grössen  liegt,  ver- 
schwindet, so  gehört  offenbar  zu  einem  beliebigen  System  von  Werthen 
dA^,  . . .,  dA^  ein  einziges,  bestimmtes  System  von  Werthen  fiir 
die  Differentiale  dto^,  . . .,  dw^.  Wenn  also  die  Integrationscon- 
stanten  A^,  .  .  .,  A^  eine  beliebige  continuirliche  Beihe  von  endlichen 
Werthen  durchlaufen,  so  nehmen  w^,  . . .,  tr^  auch  eine  völlig  be- 
stimmte continuirliche  Beihe  von  Werthen  an. 

Die  Grössen  qi,  ••-,  g^  sind  eindeutige  Functionen  von  w^y . . .,  to^, 
also  auch  von  A^,  . . .,  A^.    Setzen  wir  nun 

(19*)  

so  haben  also  die  Functionen  f,  nach  dem  Obigen,  folgende  £2igen- 
schaften.    Es  ist 
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(19) 


lieber  die  DifferenHalgleichtmgen  in  der  Mechanik, 
/;.(^4-^i  +2«„,  ^,  +  2«„,  ...,  J,  +  2cü,J 


(t=  1,  2,  .  ..,  n). 


.,  i^   +2  0)    )  = 


Diese  Functionen  sind  somit,  nach  einer  von  Weiebstbass  an- 
gewandten Bezeichnung,  n-periodische  Functionen  der  n  Verändere 
liehen  ^  +  -4j,  Ä^,  .  . .,  A^. 

Die  Perioden  w^.  sind  durch  folgende  Formel  gegeben 


(20) 


®ii  = 


=jr,Mi'^,~j^ 


aiKbi^qi)^iiqi) 


Für  t  +  A^,  A^,  . . .,  A^  führen  wir  n  neue,  folgendermaassen 
definirte^  Veränderliche  «j,  . . .,  u^  ein. 


(21) 


^^«  =  «l««*!  +  «^«n«*«  +   •  •  •   +  '»nn«'»» 


WO  wir  annehmen,  dass  die  Determinante 


(22) 


fl  =  |a>.^.|(ij=  1,  2,  .  .  .,  w) 


von  Null  verschieden  ist 

Aus   den   Relationen  (21)  folgt  nun   unmittelbar,   dass,   wenn 
u.{i  =1,2,  . . .,  n)  um  2n  vermehrt  wird, 


^  Vgl.  Weisbstrass:  „Einige  auf  die  Theorie  der  analytischen  Functionen 
mehrerer  Veränderlichen  sich  beziehende  Sätze''. 


§  3.     Bedingt  periodiscJie  Bewegungen.  105 


t  +  Ay^    um    2cö.j, 


A     um    2  w.  , 

n  in' 


anwachsen  wird.  Umgekehrt  können  wir  behaupten  —  da  die  Rela- 
tionen (21)  linear  sind  und  die  Determinante  ii  von  Null  verschieden 
ist  —  dass,  indem  t  +  A^,  A^,  . .  .,  A^  bezw.  um  2(o.^,  ^^hj  •  •  •> 
2(o.^  wachsen,  gleichzeitig  u^  um  2n  vermehrt  wird,  während 
^f  '  '  -y  «*i-i>  «*,+i>  •  •  •>  "n  iinverändert  bleiben. 

Nach  (19)  folgt  nun,  dass  /)(t  =  1,  2,  . . .,  n)  periodische  Func- 
tionen von  u.{i^  1,  2,  . . .,  n)  sind  mit  der  Periode  2n. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  g^  diejenigen  Functionen,  in  welche  die 
f^  übergehen,  wenn  die  Veränderlichen  u^,  .  .  .,  u^  statt  t  +  A^j 
A^j  . . .,  A^  eingeführt  werden,  so  hat  man 

g.{u^  +2n,  u„  .  .  .,  u^^g,{u^,  «i,  •  •  •,  «J, 


^,(«1 J  «s'  •  •  •>  «n  +  2  ^)  =  ^,(vi,  «1,  . . .,  «J> 

(i=  1,  2,  .  .  .,  n) 
und  allgemein 

g,{u^  +  2 nij  jr,  ti,  +  2 m,  jr,  . .  .,  ti^  +  2 m^ j;r) 

=  y<(«i>  "2*  ••  •'  "J' 

(i=  1,  2,  . .  .,  n), 


(23) 


wo  m^j  m^,  . .  .,  m^   beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 

Functionen  dieser  Art  lassen  sich  aber  (Wexebstrass  a.  a.  0.) 
durch  eine  generalisirte  FouRiEB'sche  Reihe  mit  n  Veränderlichen 
ausdrücken: 
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(24) 


(v^,  V,,   .  .  .,   y„  =  —  (30,   .  .  .,    +  (30), 


WO  die  Goefficienten  darch  die  Formel 


(24*) 


n  />  (t) 


3r»C 


t  . .  •» 


0  0 


gegeben  sind. 

'  Die  numerischen  Werthe  dieser  Integrale  lassen  sich  immer 
berechnen,  und  in  Bezug  hierauf  gelten  —  mutatis  mutandis  —  die- 
selben Bemerkungen,  die  oben  in  §  2  für  eine  Veränderliche  ge- 
macht wurden. 

Die  Goordinaten  ^^  (t  ==  1,  2,  . . ,,  n)  sind  also  in  diesem  Falle 
(m^  =  n^  =  1)  n-periodische  Functionen  der  n  Veränderlichen  Mj,  Mj,  . . .,  u^. 
Es  kann  sich  auch  ereignen,  dass  sie  periodische  Functionen  der 
Zeit  werden.    Im  Allgemeinen  ist  aber  dem  nicht  so. 

Nach  (21)  sind  u^,  u^y  . . .,  u^  lineare  Functionen  der  Zeit 
Löst  man  diese  Gleichung  auf,  bekommt  man 


(25) 


ßtt,  = 


dSl 


dfl 


tt,   =  "ä ^  (^  +  ^x)  +  "ä ^  ^%  + 


...+ 


dSl 


^^«T 


ß  ",.  =  -ä n{!^+  A)  +  -^ n  Ä^  +  . .  .  +  -= n  A. 


'n  n 


Wird  nun  t  um  2  T  vermehrt,  so  vermehrt  sich  gleichzeitig 


tfj    um 


1     dSl 


1     dSi 


'2nT, 


"«      ''     ^-g^-^^^' 


1     dSl 


**«       "       Jl     dwm 


'2nT. 
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Wenn  die  Bewegung  m  der  Zeit  periodisch  sein  soll  mit  der 
Periode  2Ty  so  müssen  die  obigen  Zuschtisse  zu  «j,  tc,,  .  . .,  u^ 
ganze  Vielfache  von  2n  sein;  es  müssen  also  dann  die  folgenden 
Relationen  stattfinden,  in  welchen  m^y  m^,  . . .,  m^  ganze  Zahlen 
bezeichnen, 


Sl   dfiiii 

~    T 

1     dSi 

S2    d<On 

""    T 

•      •      • 

1    dSi 

S2     ÖW,! 

•     • 
T 

Werden  nun  diese  Gleichungen  mit  bezw.  oo^^,  co^^,  . .  .,  m^ 
multiplicirt,  und  ebenso  mit  co^^j  o),,,  .  . ,,  w^^  u.  s.  w.,  und  die  so 
erhaltenen  Gleichungen  addirt,  so  geht  hieraus  folgendes  System 
von  Gleichungen  hervor: 


(26) 


0  =  m^  a>i,  +  m,  a>„  +  .  .  .  +  m„(o^,, 


Damit  die  Bewegung  periodisch  in  /  werde,  müssen  also  die 
obigen  Relationen  zwischen  den  Perioden  a>. .  stattfinden.  Die  Periode 
(in  /)  ist  dann  durch  die  erste  von  diesen  Formeln  gegeben. 

Weil  die  Coordinaten  q.  also  unter  Umständen  periodische 
BWctionen  von  i  werden  können,  so  hat  Staude  ftbr  diese  Be- 
wegungen den  Namen  bedingt  periodische  Bewegungen  eingeführt 

Da  die  Determinante  Q  nicht  verschwindet,  so  gehört  nach  (26) 
zu  jedem  Werth  von  2  T  ein  einziges  System  von  Werthen  der  Grössen 
m^,  m^,  . .  .,  m^.  Sind  die  so  bestimmten  Grössen  ganze  Zahlen, 
so  ist  die  Bewegung  periodisch  mit  der  Periode  2  T. 

In  Bezug  auf  die  bedingt  periodischen  Bewegungen  hat  Stägkel 
einen  interessanten  und  wichtigen  Satz  bewiesen,  den  ich  jetzt  aus- 
einandersetzen will. 
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Ich  bemerke  zuerst,  dass  einer  unendlich  kleinen  Aenderung 
der  Zahlen  A^,  . . .,  Ä^  nach  (18**)  eine  unendlich  kleine  Aende- 
rung Yon  tOj ,  ,  .  ,,  tü^  und  demnach  auch  eine  unendlich  kleine  Äende* 
rung  von  y^,  .  .  .,  y^  enUpricht 

Wir  haben  nun 

9i^fM+  Ay  ^2»  •  •  •'  ^J»     (*  =  li  2,  . .  .,  n), 

< 

und  diese  Functionen  sind  nach  (19)  von  der  Beschaffenheit,  dass 


(27) 


/)('  +  -^  +  S^*"«*"«!»  ^1  +  22»"«<»«i>  •  •  •» 


n 


a=. 


<  +  22»«a<ö«j=/;.(^  +  ^i,  ^, ...,  ^j. 


Nun  kann  man  aber^  beweisen,  dass  man  immer  unendlich  viele 
Systeme  ganzer  Zahlen  m^,  .  . .,  m^  von  der  Beschaffenheit  finden 
kann,  dass  jeder  der  n  —  1  Ausdrücke 


a= 


2 tn«  <öoj*     (i  ==  2,  3,  . .  .,  n) 


kleiner   als  jede   beliebige  Grösse  e  ist,   wie  klein  e  auch  gewählt 
wird.     Es  seien  also  die  Zahlen  m^  so  gewählt,  dass 


aas] 


2  nta  (Oaj  =  «j,      (i  =  2,3,  . . .,  n). 


wo  {6.|  <  6.     Dann  hat  man  also  nach  (27) 


a=l 


^  Vgl.  Jaoobi  a.  a.  0. ;  Kbokeckbb,  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie 


1884. 
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Setzt  man  hier 

assl 

too  t^  einen  beliebigen  IVerth  der  Zeit  bezeichnet^  so  wird  hieraas 

f{t^  +  ^,  J,  +  €,,...,  J^  +  «„)=/•(<!  -  ^+  ^1,  ^„  . .  .,  ^J. 

Nun  habe  ich  aber  eben  gezeigt,  dass,  wegen  der  Stetigkeit 
der  Functionen  /*,  diese  bei  einer  unendlich  kleinen  Aenderung  der 
Integrationsconstanten  Ä^^  J^,  . . .,  Ä^  eine  ebenfalls  unendlich 
kleine  Aenderung  erleiden.    Eis  ist  also 


unendlich  wenig  von /"(/^  +  ^y  ^y  •  •  m  ^J  verschieden,  und  dem- 
nach folgt  aus  der  letzten  Gleichung  auch,  dass  die  Functionen 

/  (^1  +  ^1  >    -^2  »    •  •  • »    -^n) 

und 

f(t,-^P+J,,  ^,  ...,  J^) 

sich  beliebig  wenig  von  einander  unterscheiden. 

Anders   ausgedrückt  bedeutet  dies,   dass   die  Coordinaten  q^, 

9t  >   •  •  •  *   9n   ^^^   2®^^  'i    ^^^  ^'^  2®^^  ^  "  ^  beliebig  wenig  von 
einander  yerschieden  sind. 

Wenn  also  zur  Zeit  t^  die  Coordinaten  die  Werthe  q^^^\  . . . ,  y^W 
besitzen,  so  giebt  es  immer  einen  anderen  Werth  für  t  —  und  sogar, 
weil  die  Zahlen  nia  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  ge- 
wählt werden  können,  unendlich  viele  andere  Werthe  für  t  — ,  für 
welchen  die  ßahncurve  beliebig  nahe  an  den  Punkt  q^^^\  ...,  yj^> 
herankommt 

Man  kann  mit  Stäckel  weiter  gehen  und  beweisen,  dass  man 
immer  solche  Werthe  f&r  die  Zeit  finden  kann,  für  welche  die  Bahn- 
curve  beliebig  nahe  an  irgend  einen  Punkt  herankommt^  der  überhaupt 
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innerhalb   des   zulässigen  Gebietes  f&r  die  Coordinaten  q^,  . . . ,  q^ 
liegt    Dieses  Gebiet  JS  ist  nach  dem  Obigen  so  bestimmt,  dass 

^i^9i^^i      («'=  ^f  2,  ...,  n). 

Ist  jetzt  q^^,  q^^,  ...,  qj^  irgend  eine  Stelle  des  Bereiches  B, 
so  gehört  dazu  nach  (16)  ein  bestimmtes  System  von  Werthen  für 
t  +  A^,  ^, ,  ...,  A^,  welche  Werthe  wir  mit  -Sj,  B^,  ...,  B^  be- 
zeichnen wollen. 

Die  Function 

Qi  =  fii^lf    A>    •••*    ^n) 

stellt  nun  nicht  nothwendiger  Weise  einen  Werth  von  q^  dar.     Wir 
wollen  aber  beweisen,  dass  man  in  dem  Ausdruck  für  ^. 

9i  =  fi{^+  ^1»  ^>  •••?  ^„) 

immer   einen   solchen    Werth  für   /  finden  kann,    für  welchen   Q. 
{i=l,2j...,n)  sich  beliebig  wenig  von  q.  unterscheidet 

Es  gilt  in  der  That  die  Relation  (27).  Nun  folgt  aber  aus 
dem  oben  citirten  Satze  von  Jacobi  und  Ebonecksb,  dass  man 
immer,  sobald  die  Perioden  eo. .  von  einander  unabhängig  sind,  die 
Zahlen  m^,  m^,  . . . ,  m^  so  bestimmen  kann,  dass 

n 

A.+  22  w«  o>a,       (i  =  2 ,  3 ,  . . . ,  n) 
sich  beliebig  wenig  von  j9.  unterscheiden.     Setzen  wir  dann 

n 
/  =  5j  -  ^j  —   2  2  Wla  (0«i  , 

a  =  l 

SO  ist  somit  der  Satz  bewiesen. 

Dieser  Satz  wird  mengen  theoretisch  so  ausgedrückt,  dass  die 
Bahncurve  den  ganzen  Bereich  B  überall  dicht  erfüllt. 

Die  obigen  Auseinandersetzungen  erleiden  nur  dann  eine  Aus- 
nahme, wenn  Belationen  von  der  Form  (26)  zwischen  den  Perioden 
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CO..  bestehen.  Die  Bewegung  wird  dann,  wie  schon  bewiesen  ist^^ 
periodisch. 

Die  Vertheüung  der  periodischen  und  nicht-periodischen  Bahnen 
ist  eine  Frage  von  der  grössten  Bedeutung  für  diese  Bewegungen. 
Die  Stabilitätsfrage  steht  in  der  That  in  einer  gewissen  Verbindung 
mit  der  Art  dieser  Vertheüung.  Ich  werde  in  einem  folgenden 
Paragraphen  Gelegenheit  haben,  auf  diese  Frage  zurückzukommen. 

Es  ist  in  der  obigen  Auseinandersetzung  angenommen,  dass 
die  Functionen  ^i{q^  in  Formel  (4)  wirklich  zwei  Wurzeln  a.  und  ft, 
besitzen,  zwischen  denen  die  Veränderliche  q.  beim  Anfang  der  Be- 
wegung liegt  und  dann  auch  immer  verbleiben  muss.  Eis  kann  auch 
Yorkommen,  dass  dem  nicht  so  ist,  sondern  dass  eine  oder  mehrere 
Yon  diesen  Functionen  für  keinen  reellen  Werth  von  q.  verschwinden. 
Die  Behandlung  dieses  Falles  ist  indessen  der  obigen  Behandlung 
analog.  Erstens  folgt  nämlich  dann,  dass  das  entsprechende  q  mit 
der  Zeit  stetig  wächst  (oder  stetig  abnimmt).  Die  Veränderliche  q 
hat  dann  dieselbe  Eigenschaft  wie  früher  die  entsprechende  Hilfs- 
grosse  w.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Coefficient 
von  dq  periodisch  ist  Wenn  nämlich  das  vorliegende  System  das 
folgende  ist 


(28) 


'   J  v^Tiqö    '"   J  1/^:^ 


^+^  = 


)dq, 
) 


l      ^      r^\n{qx)dq^      ,  ,        r<P»niqn)ä 

""   J  vwiq'^)    '"   J  y^^J^ 


)dq, 
) 


und  die  Coefficienten  von,  beispielsweise,  dq^  die  Eigenschaft  haben, 
für  keinen  Werth  von  q^  zu  verschwinden  oder  unendlich  zu  werden 
und  ausserdem  periodisch  sind  mit  der  Periode  2n,  so  folgt, 
dass,  indem  q^  um  2  n  anwächst,  ^^ ,  . . . ,  A^  um  constante  Grössen 
cojj,  ...,  coj^  anwachsen  werden.  Die  Grösse  q^  hat  dann  hier  die- 
selbe Eigenschaft  wie  tr^  in  den  Gleichungen  (16). 
Ist 

^^iM       (1=1,  2,  ...,  n) 

eine  Constante,  dann  i^t  die  Periode  willkürlich. 
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Es  kommt  in  der  Mechanik  öfters  vor,  dass  die  gegenseitige 
Lage  der  beweglichen  Körper  unverändert  bleibt,  wenn  eine  oder 
mehrere  Grössen  q^  (sogenannte  Winkelgrössen)  um  Vielfaches  von 
2  n  vermehrt  werden.   Man  fährt  dann  statt  diesen  q.  die  Hilfsgrössen 

sin  q^  =  x. 

ein,   und  die  Discussion  wird  dann  mit  der  oben  gegebenen  voll- 
ständig analog. 

Beispiel.    Das  eonisehe  Pendel, 

Nimmt  man  die  Z- Achse  vertical,  bezeichnet  mit  6  den  Winkel,  den  die 
Projection  des  Pendels  auf  die  X  F-Ebene  mit  einer  festen  Linie  macht,  mit  z 
die  Z-Coordinate,  mit  /die  Länge  des  Pendels,  mit  g  die  Acceleration  der 
Schwerkraft  und  endlich  mit  c  und  e'  zwei  Integrationsconstanten,  dann  sind 
die  Veränderungen  von  x  und  6  durch  folgende  Formeln  gegeben  (vgl.  z.  B. 
Despbtboub:  Cours  de  M6canique,  11.  S.  70) 


(29) 


dt^  ''' 


cldx 


0  =  rf6  + 


(/•  -  »•)V(25r»  +  cO(^-**)  -  c* 


und    aus   dieser   Form    der   Di£Ferentialgleichungen   können    wir   unmittelbar 
schliessen,  dass  es  sich  hier  um  eine  bedingt  periodiaehe  Bewegung  handelt 

Für  c  =:  0  erhält  man  das  gewöhnliche  Pendelproblem  in  der  Ebene. 
Schliessen  wir  diesen  Fall  aus,  so  findet  man  leicht,  dass  die  Oleichung 

{2g%  +  c'){P  -%^-  c"  -  0 

drei  reelle  Wurzeln  hat,  eine  Wurzel  negativ  und  numerisch  grösser  als  /,  die 
beiden  übrigen  numerisch  kleiner  als  /. 

Die  Coordinate  %  muss  also  immer  zwischen  den  beiden  letzten  Wurzeln 
bleiben.  Hieraus  folgt  nun,  dass  t^  —  %^  niemals  Null  werden  kann.  Die 
Gradzahl  der  Wurzeln  ist  Eins,  und  wir  können  unmittelbar  die  Formeln 
(18)  u.  f.  anwenden. 

So  oft  X  denselben  Werth  wieder  erhält  und  6  um  ein  Vielfaches  von  2  n 
gleichzeitig  anwächst,  kehrt  das  Pendel  in  dieselbe  Lage  zurück.   Setzen  wir  also 

(80)  y  =  cos  ö , 


§  3.     Bedingt  pmiodieehe  Bewegwngm^  118 

80  ist  die  Bewegung  periodisch,  wean  p  uad  x  ilne  unpHbigiieheii  Werthe 
wiedcra^AlteB.  In  diesen  Coordinftteo  lauten  «nn  die  DiffüeolielgleidkiBgiB 
nMh  der  Integistion 


(81) 


J  Vi^9^  + 


J  yi^^  j(^- 


eldx 


Setsen  wir 

Ä(»)  -  I2g%  +  <f){P  -  ««)  -  c«, 

und  beieichnen  mit  a  und  ß  (oi  >  fi  die  beiden  Wnrseln  yon  A  (»)  =  0 ,  die 
niiBMriseh  kleiner  als  /  sind«  und  mit  —  f  die  dritte  Wnrsel,  so  hat  man  also 
in  den  Formeln  (6)  und  den  folgenden  sn  setsen 

V29(x  +  r) 

i^,.  =  i;       F„ 


Für  die  Perioden  tutj  erhftlt  man  den  Ausdrack 

fi 

Idx 
«11  -  0 ;         ca,i 


r  Idx 
J  VW) 


VW) 

a 
fi 

dz 
61,,  =  -  ff ;     lOn 


^VW) 


und  für  die  Determinante  Si  erhält  man  den  Werth 

der  also  von  Null  verschieden  ist 

Die  Veränderlichen  u^  und  «,  in  (21)  sind  durch  folgende  Formeln  bestimmt 

nAt=  — fftfi  +6>n*h» 
so  dass 

t*,  =  ^«(^  +  il,)-^, 

«,=  -^(^  +  il,). 
«n 

CBABun,  Mechanik  das  Himmeli.  I.  ^ 
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Die  Goordinaten  y  und  %  laosen  sich  als  doppeltperiodische  Functionen 
der  beiden  Verftnderlichen  «,  nnd  ti,  danteilen  mit  Hilfe  der  Gleichnngen  (24) 
nnd  (24*),  nnd  es  verdient  bemerkt  sn  werden,  dass  diese  Darstellungen  be- 
deutende Vorzüge  besitzen  vor  der  gewöhnlichen  Lösung  dieses  Problems  unter 
Anwendung  von  elliptischen  Functionen. 

Die  Bewegung  wird  nach  (26)  rein  periodisch,  wenn 

und  die  Periode  2  T  wird  dann 

2  T  =  2  m,  0),! . 

In  diesen  Formeln  ist  die  yollstftndige  Theorie  des  sphärischen  Pendels 
enthalten. 


DRITTER  ABSCHNITT 

BEWEGUNG  EINES  PUNKTES,  DER  VON  ZWEI 
FESTEN  C3ENTREN  NACH  DEM  NEWTOFSCHEN  GESETZ 

ATTRAHIRT  WIRD 


8' 


§  I.    Allsemeine  Betraditimoen. 

Ich  werde  mich  im  Folgenden  anf  den  Fall  beschrftaken,  dass 
die  Bewegung  in  einer  Elbene  atattfindet  Es  verdient  indessen 
bemerkt  zu  werden,  dass  auch  der  allgemeine  Fall  —  in  drei 
Dimensionen  —  in  vollständig  ähnlicher  Weise  behandelt  werden 
kann. 

Bedient  man  sich  der  elliptischen  Coordinaten  A  und  ^  in  I  §  7, 
so  wird 

(1)  2r=(i«-^«)[^  +  ^], 

Wollen  wir  die  Dififerentialgleicbungen  in  canoniaoher  Form 
schreiben,  so  können  wir  setzen 

und  bekommen  dann  nach  I  §  8 


Pi 

BT       i»-M*v 

BT      X^-fA*    . 

so  dass 

9Tti=         ^ 

(yi*-c')p,*  +  (« 

^^        9.'-9,' 

P-          ^ 

\K^K')q^-(K 

9.»  -  ?,' 

Bewegung 


Die  canonischen  Differentialgleichangen  werden  nun 


(3) 

WO 

(4) 


dq^         dB 
dt   ~"  dpi  ' 

dPi             dB 

dt    ~       dqt  * 

dq^        dB 

dt    ~~  dpt  ' 

dpt  dB 
dt    ""       dq^  ' 

H=.T--  U. 


Die  Differentialgleichungen  sind  offenbar  von  der  Form,  die 
fELr  die  Anwendung  des  Theorems  von  Stäokel  erforderlich  ist 
In  der  That,  wenn  man  setzt  (11  §  1  (10)) 


9ii  = 


9^12  = 


^^1  = 


?i« 


9i 


«-/.« 


9i 


•-<?• 


9^11  = 


Vit  = 


?/ 


9s 


^^r^' 


g,«-ü«  ' 


K-  K' 


80  dass 


?.•  -  9.» 


(6) 


80  erhalten  wir  die  obige  Form. 

Führen  wir  die  Bezeichnungen  A  und  fi  (statt  q^  und  q^)  wieder 
ein,  so  bekommt  man  also  nach  11  §  1  (19)  und  (19*)  die  folgenden 
Gleichungen: 

r XMX r f^fi 

J  V2(X«-ö»)((JS:+^X  +  ÄX«+«)       J  l/2(ir»»-c«)((Jr- 


Z0fi+Ä/4*  +  a) 


=^+A. 


.  J  V2(x«-o«)((ä:+zox  +  Äi«  +  a)    j  V2(iii«-c«)((Z-jr«)f*+v+«)      * ' 


übereinstimmend  mit  I  §  7  (43),    und   die   intermediären   Integrale 
lauten: 


(5*) 
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Die   charakteristische  Fnnction  H  ist  von  t  unabhängig  nnd 
man  hat  somit  hier  das  Integral 


H^h 


oder 


(6) 


Aus  diesen  Gleichungen  findet  man,  dass  die  Ghrössen  A  und  fi 
im  Allgemeinen  doppeltperiodische  Functionen  von  t  +  ß^j  und  ß^ 
sind.  Für  die  Perioden  o?. .  erhält  man  nach  11  §  3  (20)  die  folgen- 
den Werthe 


(7) 


07 


11 


(O 


11 


«»1 
«1 


ht 


€0, 


21 


J  VWi' 


CD, 


IS 


-/ 


d^ 


yäw' 


wo  zur  Abkflrziing  gesetzt  ist 


(8) 


{ 


Ä(A)  =  2(A«  -  c«)((ir  +  ZOA  +  AA>  +  a), 
5(^)  =  2(^»  ~  c«)((if-  ir>  +  Ä|u»+  «), 


und  a^,  b^  und  o,,  6,  bez.  zwei  Wurzeln  der  Gleichungen  B(X)^0 
und  5(ju)  =  0  bezeichnen. 

Man  findet,  dass  die  Determinanten  J  und  12  in  U  §  3  von  Null 
verschieden  sind,  so  oft  nicht  X=s  fi,  in  welchem  Fall  ein  Zusammen- 
stoss  stattfindet 

Führt  man  die  Hilfsgrössen  u^  und  u,  nach  11  §  3  (21)  ein, 
so  hat  man 


oder 
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und  A  und  fi  werden  nun  doppeltperiodische  Functionen  von  u, 
und  u,  mit  der  Periode  2n,  die  sich  in  FouEOEB'sche  Beihen  nach 
den  Vielüachen  von  u^  und  u,  entwickehi  lassen. 

Die  Bewegung  ist  m  der  Zeit  periodisch,  so  oft  q>2i  ^^^  ^tt 
mit  einander  commengurabel  sind,  so  dass 

(10)  0  =  mj  (»1,  +  m,  a>,^ , 

wo  m^  und  m^  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  für  die  Periode  2T 
erhält  man  den  Werth 

(10*)  2y=2miCOii  +  2m,a>,i. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichungen  -R(A)  =  0  oder  8(ji)  =»0 
nicht  einfache  Wurzeln  sind,  so  treten  Limitationsbewegungen  auf. 

Ausser  diesen  Fällen  können  bei  verschiedenen  Werthen  von 
h  und  a  nur  zwei  Fälle  vorkommen,  nämlich  1)  dass  X  oder  fi 
einen  constanten  Werth  erhalten,  oder  2)  dass  jede  Bewegung  un- 
möglich ist 

In  Bezug  auf  die  Grössen  A  und  jl»  erinnere  ich  an  ihre  Defi- 
nition 

2k^r  +  r, 

2fA^r^  /, 

aus  welcher  folgt,  dass  die  folgenden  Ungleichheiten  immer  erf&llt 
sein  müssen 

(11)  X^C^fJL^  —  C. 

Ich  erinnere  weiter  daran,  dass  X  die  halbe  grosse  Achse  einer 
Ellipse  bedeutet^  deren  Foci  in  den  zwei  festen  Gentren  liegen  und 
welche  durch  den  beweglichen  Punkt  geht  Die  Grösse  fi  bezeich- 
net die  entsprechende  Bestimmungsgrösse  einer  Hyperbel.  2  c  ist 
der  Abstand  zwischen  den  beiden  Foci. 
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Wenn  1 8  c,  so  bedeatet  das,  dass  die  Foci  mit  dem  Endpimkt 
der  grosseren  Achse  der  Ellipse  zosammenfiilleny  d«  L  die  EUlipse 
geht  fibr  il  as  c  in  die  gerade  Linie  K'  K  über.  Folglich  mnss 
immer  ftr  X^  c  der  bewegliche  Punkt  —  ich  werde  ihn  kurzweg 
den  Planeten  nennen  —  sich  auf  der  Linie  K'  K  befinden. 

Ist  dagegen  ^  »  c ,  so  besteht  die  Hyperbel  aus  demjenigaa 
Theil  der  negativen  X-Achse,  der  jenseits  der  Masse  K'  liegt  Für 
fi  SS,  ~~  c  erhält  man  den  entsprechenden  Theil  der  positiven  Z-Achse 
jenseits  der  Masse  K.  Für  fi=^±.c  befindet  sich  also  der  Planet 
auf  einem  von  diesen  Theilen  der  X-Achse. 

Ist  ju  =s  0 ,  so  fällt  die  Hyperbel  mit  der  7- Achse  zusammen. 

Sind  beim  Anfang  der  Bewegung  die  Coordinaten  des  Planeten 
Xq  und  ju^,  so  muss  nach  (5*) 


(12) 


{ 


sein,  wozu  kommt^  dass  X^  und  ju^  auch  den  Ungleichheiten  (11)  Ge- 
nüge thun  müssen.  Die  Relationen  (11)  und  (12)  müssen  übrigens  nicht 
nur  beim  Anfang  der  Bewegung,  sondern  immer  erfüllt  sein  bei 
allen  mit  dem  Problem  überhaupt  vereinbaren  Werthepaaren  (A,  ^). 

Ich  gehe  jetzt  zu  der  näheren  Betrachtung  der  verschiedenen 
Bewegungszustände  über.  Es  scheint  dann  geeignet  zu  sein,  die 
folgenden  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  h  negativ, 

2)  h  positiv, 

3)  Ä  «  0, 

4)  Limitationsbewegungen, 

6)     rein  periodische  Bewegungen. 

In  1)  und  2)  setze  ich  voraus,  dass  die  Wurzeln  dev  Glekdrangen 
8(A)  ::=  0  imd  8{X)  ^  0  einfach  sind. 
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§  2.    Die  Constante  h  der  lebendigen  Kraft  negativ. 

Librationsfaiie. 

Die  Gleichung  Ä(Ä)  =  0  hat  immer  die  beiden  Wurzeln  i  =  ±  c. 
Da  wir  hier  annehmen  wollen,  dass  die  Constante  h  negativ  ist,  so 
setzen  wir 
(1)  h A,, 

WO  also  \  eine  positive  Grösse  bezeichnet    Setzen  wir  nun 

(2)  i;(A)  =  (ä:  +  iE:o>t  -  Ai  A*  +  a, 

so  muss  nach  §  1  (12)  immer 

(3)  L{i.)^0 

sein.  Könnte  X  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  würde  offenbar,  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  X,  L  (A)  negativ  werden,  was  nach  (3) 
nicht  erlaubt  ist  Hieraus  folgt,  dass  für  negatives  h  die  Grösse  A 
immer  eine  endliche  obere  Grenze  haben  muss.  Der  Planet  kann 
sich  also  in  diesem  Fall  nicht  beliebig  weit  von  K*  und  K  entfernen. 
Wir  nennen  nun  r^  und  r^  die  Wurzeln  der  Gleichung  Z  (Ä)  =  0 
und  haben  also 

(4)  i;(A)  =  Äj(r,~A)(A-r,), 

wo  für  reeUe  Werthe  von  r^,  r,  angenommen  werden  soll,  dass 

(5)  ^1  >  ^2  • 

Man  kann  dann  vier  Fälle  unterscheiden: 

r^  und  r,  imaginär, 

r^  und  r,  reell,  aber  kleiner  als  c, 

r^  reell  und  grösser  als  c, 

r^  und  r,  reell  und  grösser  als  o. 

Die  beiden  ersten  von  diesen  Fällen  geben  aber  zu  ähnlichen 
Bewegungszuständen  Veranlassung  und  mögen  also  gleichzeitig  be- 
handelt werden.    In  beiden  Fällen  kann  nämlich  Z(A)  das  Zeichen 
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nicht  wechseln,  weil  keine  reelle  Wurzel,  die  grösser  als  c  ist^  existirt 
In  beiden  FUlen  muss  dann  nothwendigerweise  L  (A)  negativ  bleiben, 
weil  i;(+oo)  negativ  ist 

Wir  unterscheiden  also  folgende  drei  Fälle 

a)    r^  und  r,  entweder  imaginär,  oder 

reell  und  kleiner  als  e, 
t)     ^1  >  c  >  r,, 
^)  ^1  >  ^1  >  <^  • 

Setzt  man 

(6)  ifOu)  =  (Z-Z')iu-Aj/ii«  +  a, 

und  nennt  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(7)  Miii)  =  0 

Q^  und  (>,,  wo  für  reelle  Wurzeln  Qi>  Q^y  so  ist  also 

und  man  muss  immer  haben 

(8)  M{p)^Q. 

Hier  haben  wir  nun  vier  Fälle  zu  untersuchen: 

a)     Q^  und  Q^  imaginär, 

ß)    Q^  und  Q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach 

grösser  als  c, 
r)     9i>c>Q^>  -c, 
S)    c  >  pi  >(>,>—  c. 

In  y)  ist  auch  der  Fall 

einbegriffen,  wie  unten  näher  erörtert  wird. 

Indem  nun  ein  jeder  von  den  Fällen  a),  b)  und  c)  mit  den 
letzteren  vier  combinirt  wird,  erhält  man  also  hier  12  verschiedene 
Fälle,  die  wir  nach  einander  betrachten  wollen. 
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Voll  Im.    Bie  Wurzeln  r^  wnd  r,  eniioeder  imaginär ,  oder  rmU 

und  kleiner  ab  c. 

Es  ist  nach  §  1  (5*) 

(9)  (^*  -  ^")  4t  =  y2(A^-c«)i(A) . 

Da  nun  in  diesem  Falle  L{1)  stets  negativ  bleibt  und  ausser- 
dem X  nicht  kleiner  als  c  werden  kann,  so  kann  man  diese  Glei- 
chung nur  dadurch  befriedigen,  dass  man  setzt 

(10)  l  =  c. 

Der  Planet  muss  also  immer  auf  der  Linie  K'  K  bleiben.  Die 
Bewegung  wird  geradlinig.  Je  nach  den  Werthen  von  q  erhalten 
wir  nun: 

FaU  I  a  cc     q^  und  q^  imaginär. 

Die  Function  Mijj)  wechselt  also  f&r  reelle  Werthe  von  /n 
nicht  das  Zeichen  und  ist  also  negativ,  weil  sie  f&r  hinreichend 
grosse  Werthe  von  jü  negativ  wird. 

Es  ist 

(11)  (A*  -  i^*)-^  =  y2(Ai>-c«)Jf(^), 

und  da  nun  M{ii)  negativ  ist,  so  würde  /n  zwischen  +  c  und  —  c 
periodisch  schwanken.  Da  aber  f&r  /u  =  ±  c  und  A  =  c  der  Planet 
mit  einer  von  den  Massen  K  oder  K'  zusanunenstösst,  so  hört  hier 
die  Gültigkeit  der  Differentialgleichungen  au£ 

Der  Fall  I  a  cir  ist  also  dadurch  charakterisirt,  dass  der  Planet 
sich  beim  Anfang  der  Bewegung  auf  der  Linie  K'  K  befindet  und 
seine  Anfangsgeschwindigkeit  längs  der  X-Achse  liegt  Der  Planet 
bewegt  sich  in  dieser  Bichtung,  bis  ein  Zusammenstoss  mit  K'  oder  K 
stattfindet, 

FaU  laß.     Q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach 

grösser  als  c. 

Die  Function  M(fA)  ändert  also  während  der  Bewegung  nicht 
das  Zeichen. 
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Ist  M{pL)  negativ,  so  hat  man  dieselbe  Bewegung  wie  in  I  a  «. 
Ist  dagegen  Mip)  positiv,  so  folgt  ans  (11),  dass  /u  nothwendiger- 
weise  identisch  gleich  +  c  oder  —  e  sein  mnss.  Der  Planet  hat  also 
nun  dieselben  Coordinaten  wie  eine  von  den  Massen  und  eine  Be- 
wegung ist  nicht  möglicL 

FaU  I  a  y.     (>i  >  c  >  9,  >  —  c . 
Es  ist 

(12)  (M*  -  c^M^  iii^  ~  c^\(ei  -  i^)(A*  -  Q2)' 

Damit  dieser  Ausdruck  positiv  bleibe,  muss  offenbar 

sein.    Wenn    beim  Anfang  der  Bewegung  -^  positiv  ist,  so  wächst 

fA  bis  zum  Werthe  /u  »  ^, ,  kehrt  dann  um  und  stösst  zuietsEt  mit 
der  Masse  K  zusammen. 

FaUIa  S.     c>  q^>  q^>^c. 

Aus  (12)  folgt,  dass  man  entweder  hat 

oder 

Der  Planet  stösst  mit  K  oder  K  zusammen. 
Als  eine  fünfte  Möglichkeit  könnte  man  eigentlich  den  Fall  be- 
trachten, dass 

was  indessen  offenbar  mit  lay  ähnlich  ist,  nur  dass  der  Planet 
hier  mit  der  Masse  K  zusammenstossen  muss. 
Wir  wenden  uns  nun  zu 

FaU  Ib.     r^>  c>r^. 

Aus 

dl 


(13)  {P  -  ^')  ?,  =  V2(A«-.e«)A,(r,-A)(A-r,) 

folgte  dass 


Tj  ^  i  ^  c . 
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jRi  dX  beim  Anfang  der  Bewegung  positiv,  so  wächst  X,  bis 
der  Werth  A  =  r ^  erreicht  ist,  fängt  dann  an  abzunehmen,  und 
ninunt  continuirlich  ab  bis  A  =  c,  um  dann  wieder  zu  wachsen.  Es 
findet  also  Libration  in  X  statt  Geometrisch  gesprochen  muss 
der  Planet  sich  immer  innerhalb  derjenigen  Ellipse  befinden,  die  in 
K'  und  K  ihre  Foci  hat,  und  deren  halbe  grosse  Achse  gleich  r^ 
ist  Die  nähere  Bestimmung  der  Bewegung  hängt  von  den  Werthen 
der  Wurzeln  q^  und  q^  ab. 

Fall  Iba.     Q^  und  q^  imaginär. 

Die  Function  Miji^  wechselt  also  das  Zeichen  nicht  und  bleibt 
negativ.  Aus  (11)  folgt  nun,  dass  /u  zwischen  den  Grenzen  +  c  und 
—  c  schwankt  Es  tritt  also  Libration  sowohl  in  X  wie  in  /n  ein^ 
und  wir  können  die  Resultate  über  bedingt  periodische  Bewegungen 
hier  anwenden.  Die  Bahncurve  besteht  also  entweder  aus  einer  ge^ 
schlossenen  Linie  — .  etwa  in  der  Form  einer  Lemniscate  —  oder 
sie  erfüllt  den  ganzen  von  der  Ellipse  r^  eingeschlossenen  Raum 
überall  dicht 

Für  die  Elementarperioden  to..  hat  man  hier  die  Werthe 


—  c 
+  c 


«'"=/yW)^     "'"=/ 


d^ 


VW) 


—  c 


Die  Grössen  X  und  /u  lassen  sich  als  beständig  convergirende 
FoüBiEB'sche  Reihen  nach  den  Vielfachen  der  beiden  durch  §  1  (9) 
bestimmten  Argumente  u^  und  u^  darstellen. 

Fall  Ib  ß,    Q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach  grösser  als  c. 

Die  Function  M(fjL)  wechselt  also  während  der  Bewegung  nicht 
das  Zeichen.  Wenn  if  (/u)  negativ  ist,  so  fallen  wir  auf  Ib  a  zurück. 
Ist  dagegen  M(ß)  positiv,  so  folgt  nach  (11),  dass 

jLi  ^  +  c  oder  —  c. 


lebendigi 


Die  Bewegung  findet  auf  demjenigen  Theil  der  X-Achse  statte 

der,   vom  Coordinatennollpunkt  gerechnet,   jenseits  der  Massen  iT 

und  K  liegt     Der  Planet  stösst  zuletzt  mit  einer  von  den  Massen 

zusammen.  ^ 

Fall  Iby.     (>i  >  c  >(>,>—  c . 

Wie  im  Falle  lay  findet  man  nun,  dass 

Es  findet  also  Libratum  in  /u,  sowohl  wie  in  X,  statt  Die 
Bahn  liegt  innerhalb  des  um  K  gelegenen  Baumes,  der  von  der 
Ellipse  X^Vy^  und  der  Hyperbel  fi  =  q^  begrenzt  wird.  Die  Be- 
wegung ist  also  bedingt  periodisch.  Für  die  Elementarperioden 
(o^^  und  Q>j2  erhält  man  dieselben  Ausdrücke  wie  in  Ibcc,  die 
Werthe  der  übrigen  sind 


—  c  —  c 


yW) 


Der  Körper  wird  also  hier  zu  einem  Satelliten  der  Masse  K. 
Es  ist  hier  vom  grössten  Interesse  zu  bemerken,  dass  die  Bahncurve 
des  Satelliten  den  zulässigen  Bereich  überall  dicht  erfüllt,  und  dass 
es  demnach  keine  untere  Grenze  für  den  Abstand  des  Satelliten  von  der 
Masse  K  giebt    Eane  obere  Grenze  ist  aber  vorhanden. 

Zu  diesem  Fall  gehört  auch  der,  dass 

c  >  (>i  >  —  c  >  (>2  • 
Der  Körper  bewegt  sich  dann  als  Satellit  um  die  Masse  K'. 

Fall  IbS.     c  >  pj  >  pj  >  —  c . 

Der  Körper  wird  zu  einem  Satelliten,   der  sich  entweder  um 

K'  oder  um  K  bewegt    Die  Behandlung  ist  dieselbe  wie  im  vorigen 

Falle. 

FaU  le.     Sowohl  r^  wie  r,  grosser  als  c. 

Nach  (13)  folgt   nun,   dass   entweder  X^c,  welchen  Fall  wir 

übergehen  können,  oder 

r^^X^r,. 
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Die  Bewegung  findet  inneriialb  ewei  Ellipsen  statte  deren  halbe 
grosse  Achsen  gleich  r^  nnd  r^  sind.  Die  GrOsse  X  besitzt  eine 
Ltbrationsbewegnng  zinschen  den  Grenzen  r^  nnd  r,.  Die  nkhere 
Bestimmung  der  Bew|gang  hängt  von  den  Werthen  der  Wnnehi 
Q^  nnd  Q^  ab. 

Fall  Iccc     (>j  und  q^  imaginär. 

Wie  in  Fall  Ib  a,  so  folgt  hier^  dass  /u  zwischen  den  Grenzen  +  c 
und  »  c  schwankt  Der  Planet  bewegt  sich  in  einer  Bahn,  welche  die 
b^den  Massen  Ä'  und  K  umschliesst,  nnd  welche  entweder  geschlossen 
ist,  oder  den  stoischen  den  beiden  Mäpsen  r^  und  r^  eingeschlossenen 
Saum  überall  dicht  erfüllt 

Fall  Ic  ß,     Q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag  nach  grösser  als  c. 
Es  ist  nach  der  Voraussetzung  r^>  r^>  c  und 

Da  weiter  Z(+  ao)  negativ  ist»  so  muss 

i(c)<0, 
sein,  d.  h. 

Nun  ist  aber 

M{c)  =  (iT  -  JT)^  -  *i  ^*  +  «  <  ^(4 

Es  muss  also  auch  M(c)  negativ  sein.  Der  Voraussetzung  nach 
sind  aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  M{p)^Q  beide  reell  und 
numerisch  grösser  als  c.  Es  muss  also  während  der  Bewegung  — 
f&r  welche  immer  die  Bedingung  |  /u  |  ^  c  stattfindet  —  l^{p) 
negativ  sein,  und  man  findet  demnach,  dass  wir  auf  den  Fall  Ica 
zurückgeführt  werden. 

Fall  Icy,     Qi  >  c  >  Q^>  —  c. 

Dieser  Fall  kann  nicht  vorkommen.  In  der  That  findet  man^ 
wie  im  vorigen  Falle,  dass 

M{c)<Z{c)<0. 
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Nun  ist  aber  weiter 

if(-c)<  JK(c). 

Die  Fanction  M{ji)  ist  also  von  der  Beschaflfenheit,  dass  sie 
f&r  /u  a  +  c  und  /u  ==  —  c  negativ  ist  Daraus  folgt  aber^  dass 
die  Gleichung 

entweder  zwei  Wurzeln  oder  keine  Wurzel  zwischen  den  Werthen 
ju  =  +  c   und  ju  =  —  c  hat,   was  der   Voraussetzung  widerstreitet 

Es  können  auch  nicht  zwei  Wurzeln  zwischen  diesen  Grenzen 
existiren.  Lassen  wir  nämlich  x  irgend  eine  reelle  und  positive 
Grösse  bezeichnen,  die  kleiner  als  c  ist,  dann  wissen  wir,  dass  der 
Voraussetzung  gemäss  L{x)  negativ  ist    Nun  ist  aber 

M{x)--L{x)^  ^2Kx, 

und  also   muss  M(x)  auch   negaUv   sein  für  alle  positiven  x,   welche 
kleiner  als  e  sind.    Andererseits  ist 

Jf(-  ar)  =  -  (Jf  -  K)x  -  Aj  X*  +  a  =  M{x)  -  2 (Z-  K)x, 

und  da  wir  hier  K>  K'  angenommen  haben,  so  muss  auch  M^—x) 
negativ  sein. 

Es  kann  also  hier  (wenn  ^i  >  r^  >  c)  keine  Wurzel  zwischen 
+  c  und  —  c  vorkommen. 

Fall  Icd,  dass  c^^  >  Qi  >  Q2  ^  ^f   kann  also  nicht  vorkommen. 


§  3.    Die  Constante  h  positiv. 

Wir  gehen  nun  zu  der  zweiten  Hauptabtheilung  über,  näm- 
lich zu  dem  Fall,  dass  die  Constante  h  positiv  ist,  und  machen  hier 
dieselben  ünterabtheilungen  in  Bezug  auf  die  Wurzeln. 

Da  nun 

(1)  L{})  =  (Z  +  K)X  +  AA«  +  a, 

Chabukb,  Mechanik  des  Himmels.  I.  9 
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nnd  da  weiter,  der  Natur  der  Bewegung  gemäss,  immer  Z{X)  f&r 
l  >  c  positw  sein  muss  (oder  Null),  so  folgt  daraus,  dass  nun  X 
beliebig  grosse  Werthe  annehmen  kann.  Es  ist  sogar  noAwendig, 
dass  X  mit  der  Zeit^in's  unendliche  wächst    Da  nämlich 

(2)  (X>  -  mV (^,)'  =  2(A»  -  c»)Z(A)  =  2(A«  -  c^h{X  -  r,)(X-r,), 
oder 

ß*-t^f(P^'=^Hi-  +  c){X  -  c){X  -r,){X  -  r,). 

SO  findet  man,  dass,  wenn  wir  von  zusammenfallenden  Wurzebi 
vorläufig  absehen,  X  entweder  grösser  als  die  drei  Wurzeln 

sein  muss,  oder  kleiner  als  alle  drei  Nun  kann  aber  niemals  X 
kleiner  als  c  sein,  also  muss  immer  X  grösser  als  die  grösste  von 
diesen  drei  Wurzeln  sein,  oder  wenigstens  gleich  dieser  WurzeL  Ist 
also  beim  Anfang  der  Bewegung  cfA  negativ,  so  nimmt  X  ab,  bis 
diese  grösste  Wurzel  erreicht  ist  Dann  wechselt  dX  das  SiOichen 
und  X  wächst  dann  continuirlich  in's  unendliche.  Von  dieser 
Art  sind  alle  Bewegungen,  die  bei  positivem  h  auftreten.  Man  hat 
es  hier  also  nur  mit  der  Bestimmung  des  Mnimalwerthes  von  X 
zu  thun. 

Die  Bewegung  wird  ausserdem  von  den  Werthen  der  Wurzeln 
Q^  und  (>2  beeinflusst 

Fall  IIa.     r^  und  r^  entweder  imaginär,  oder  reell  und  kleiner  als  c. 

Die    untere  Grenze    von   X  ist    hier   gleich   c.    Je   nach   den 
Werthen  von  pj  und  q^  erhalten  wir: 

FcJl  II aa.     Qy^  und  q^  imaginär. 

Miß)  ist  stets  positiv,  weil  Jf(oo)  positiv  ist    Es  muss  dann 
nothwendigerweise 

fA^  +  c  oder  —  c 
sein.    Der  Planet  bewegt  sich  auf  der  X-Achse  und  stösst  mit  einer 
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Ton  den  Massen  K  oder  JT  zusammen,  oder  entfernt  sich  in's  ün- 
endlichei  je  nach  dem  Zeichen  von  dX  beim  AnfiEmg  der  Bewegung. 

Fan  IIa  ß.  Q^  und  q^  reell  und  dem  abeobUen  Betretg  nach  gröseer  alt  c. 

Ist  M{ßi)  auch  hier  positiv,  so  wird  die  Bewegang  wie  im  vorigen 
Falle.  Ist  M{/jl)  dagegen  negativ,  so  kann  der  Planet  einmal  die 
Linie  K*  K  schneiden  und  entfernt  sich  dann  in  immer  grösseren 
Windungen  von  K'  Kj  indem  ju  periodisch  zwischen  +  e  und  —  c 
schwankt 

FM  llay,    Pi  >  c  >  p,  >  —  c  (pder  c  >  pj  >  —  c  >  pj). 

Der  Planet  macht  einen  ümlanf  nm  K  (bez.  K)  und  entfernt 
sich  dann  allmählich  in's  Unendliche,  indem  derselbe  periodisch 
osdllirt  zwischen  der  negativen  (bez.  positiven)  Z- Achse  und  der 
Hyperbel  /i  =  q^  (bez.  q^ 

Fall  IIa  8.     c  >  pj  >  p,  >  —  c . 

Hier  oscillirt  ju  periodisch  zwischen  den  Werthen  q^  und  q^. 
Der  Planet  durchschneidet  die  Linie  K'  K  und  entfernt  sich  dann 
in's  Unendliche,  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  (»^  und  q^  periodisch 
oscillirend. 

Fall  IIb.     r^>  e>r^. 

Die  untere  Grenze  f&r  A  ist  hier  gleich  r^.  Der  Planet  nähert 
sich  der  Ellipse  A  =  r ^ ,  tangirt  diese  und  entfernt  sich  dann, 
indem  l  continuirlich  wächst,  in's  Unendliche.  Die  Gonstante  a 
muss  hier  negativ  sein.  "^ 

Beide  Wurzeln  r^  und  r,  können  f&r  positives  h  nicht  grösser 
als  c  sein.    Man  hat  nämlich 


^1  2Ä      ^  |/        4Ä«  h 

Wenn  die  Wurzeln  reell  sind,  muss  also  r,  nothwendigerweise 
negativ  sein. 


9 


« 


Bewegung 


Fall  IIb  a.    Die  Wurzeln  q^  und  q^  imaginär  oder  reell  und  dem 

absoluten  Betrag  nach  grösser  ab  c. 

M{/ß)  wird  hier  stets  negativ,  weil  M{0)=i  a  negativ  ist  Die 
Grösse  /n  oscillirt  zwischen  +  c  und  —  c.  Der  Planet  nmläuft^  indem 
er  sich  entfernt,  die  Massen  K  und  K'  in  immer  grösseren  Win- 
dungen.   Die  Bahn  ist  eine  Art  nach  aussen  laufender  Spirale. 

Fan  IIb  ß.    Eine  von  den  Wurzeln  q^  und  q^  ,  oder  beide,  kleiner 

als  +  c,  aber  grosser  als  ^  c. 

Dieser  Fall  kann  nicht  vorkommen.  Da  nämlich  nach  der 
Voraussetzung  r ^  >  c  ist,  und  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass 
der  absolute  Betrag  von  r,  grösser  als  der  absolute  Betrag  von  r^ 
ist,  so  muss  r,  negativ  und  numerisch  grösser  als  c  sein.  Die 
Function  Z{x)  verschwindet  also  nicht  für  solche  x-Werthe,  die 
zwischen  +  e  und  —  c  liegen,  und  bleibt  f&r  solche  Werthe  nega- 
tiv.   Nun  ist 

aus  welcher  Gleichung  folgt,  dass  M{x)  f&r  positive  x  auch  negativ 
(und  von  NuU  verschieden)  sein  muss.    Andererseits  ist 

Jlf(-  *)  =  M{x)  -  2(JE:-  Z>, 

und  somit  ist  Jf(—  x)  in  dem  betreffenden  Bereiche  auch  negativ. 
Es  kann  also  keine  von  den  Wurzeln  q^  und  q^  zwischen  +  c  und 
—  c  liegen« 


§  4.    A  gleich  Null. 

Es  ist  nun 

L{X)  =  {K+K')X  +  a^  {K+K^[X  -  r), 
Miij)  =  (Jf-  JfV  +  a  =  (ä:-  Jf')(^  -  q). 

Wir  haben  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  in  Bezug  auf  die 
Werthe  von  r,  nämlich 

1)  r  <c;       2)  r  >c. 
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FaU  Illa.    r<c. 

Die  Function  L{1)  bleibt  während  der  Bewegung  positiv.  Die 
Grösse  X  kann  also  continuirlich  abnehmen,  bis  sie  den  Wert  X=^  c 
erreicht  hat  Dann  fängt  A  an  zu  wachsen  und  wächst  continnirlich 
in's  unendliche. 

Es  ist 

n 


K-r' 


Der  absolute  Betrag  von  q  kann  demnach,  je  nach  den  um- 
ständen, kleiner  oder  grösser  als  c  werden. 

Faü  Illaa.     \Q\>e. 
Die  Function  M{fi)  bleibt  hier  immer  negativ  und  da 


(^'-i«')^  =  V2(M*-c»)J/{^), 


SO  muss  fi  zwischen  +  c  und  —  c  periodisch  schwanken. 

Der  Planet  schneidet  einmal  die  Linie  K  K  und  entfernt  sich 
dann  in's  Unendliche  in  einer  nach  aussen  laufenden  Spirale,  welche 
die  Linie  K  K  umschlingt    Der  Fall  ist  II ba  ähnlicL 

Fall  III aß.     \q\<c. 

Damit  M{pL)  negativ  werde,  muss  hier  /u  kleiner  als  q  sein.  Die 
Grösse  ju  schwankt  dann  periodisch  zwischen  q  und  —  c.  Der  Planet 
durchschneidet  einmcd  die  Linie  KK  und  entfernt  sich  in's  Un- 
endliche, indem  er  periodisch  zwischen  der  Hyperbel  und  der 
positiven  X-Achse  hin  und  her  schwankt  Die  Bewegung  ist  sehr 
eigenthümlich  und  unerwartet 

Fall  im.     r>c. 

Die  untere  Grenze  für  X  wird  hier  gleich  r,  und  die  Bewegung 
vollzieht  sich  ausserhalb  der  Ellipse  A  =  r.    Die  Constante  a  muss 
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hier  negativ  sein  (=  ~  o^)i  und  man  hat,  nach  der  Voraussetzung 

Man  mu88  dann  auch  haben 

80  dass  nur  ein  Fall  zu  betrachten  ist 

Fall  Illb a.     r  >  c.     Q  >  c. 

M{ßA)  bleibt  während  der  Bewegung  immer  negativ,  und  ju 
schwankt  also  periodisch  zwischen  den  Grenzen  +  c  und  —  c.  Der 
Planet  tangirt  die  Ellipse  r  =  c  und  entfernt  sich  dann  in's  unend- 
liche in  einer  nach  aussen  laufenden  Spirale,  welche  die  betreffende 
Ellipse  umschlingt 

§  5.    Zwei  oder  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung  B{X)^  0  oder 
der  Gleichung  8{ßA)  =  0  fallen  zusammen.    Llmitatlonsbewegungen. 

Fallen  zwei  Wurzeln  zusammen,  so  entstehen  Limitations- 
bewegungen.    Wir  unterscheiden  folgende  Fälle: 

A)  Ti  =r,  >c, 

B)  rj  >r^^c, 

C)  Tj  =  c>  r, , 

D)  Tj  =5  c  =  r j . 

Die  verschiedenen  Fälle,  in  denen  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
8{fjL)  =s  0  zusammenfidlen^  werden  wir  später  untersuchen. 

FaU  IFA.     r^r^^r^>c. 
Wir  haben 

dX 


Für  die  Möglichkeit  einer  Bewegung  ist  erforderlich,  dass  h 
positiv  ist  oder  X^r.  Den  letzteren  Fall  werde  ich  später  unter- 
suchen. 


§  5,     lAmitaiiansbetoegungen.  186 


Wir  nehmen  denmach  h  poaitiT  an. 
Da  die  Gleichung 

die  Doppelwnrzel  l  »  r  besitzt,  so  ist 


{X  +  K')r  +  hr*  +  a 

-0, 

{K+K')  +  2hr 

-0, 

also 

2Ä 

Die  Wurzel  mnss  mithin  negativ  sein,  kann  also  nicht  grösser 
als  c  sein«  Dieser  Fall  kann  somit  nur  vorkommen,  wenn  h  negativ 
ist^  und  dann  mnss  X  gleich  r  sein.  Er  wird  im  nächsten  Para- 
graphen ontersacht  werden. 

FaU  IFB.    r^>r^^c. 
Es  ist  hier 

Z{c)^{K  +  K')c  +  hc^  +  a=^0, 

und  man  hat 


dX 


Ist  h  positiv,  so  mnss  X>  r^  sein^  und  wir  kommen  auf  den 
Fall  IIb  zurück. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  k  negativ  ist  (s  —  A^).  Die  Grösse  X 
muss  dann  kleiner  als  r^  sein  und  nähert  sich  mit  wachsender  Zeit 
asymptotisch  dem  Werth  A  s  c. 

In  Bezug  auf  die  Werthe  der  Wurzeln  (>,  die  hier  in  Frage 
kommen  können,  bemerken  wir,  dass 

M(c)<L(c)^Q, 
und  dass  weiter 

Jlf(-  c)  =  M{c)  -  2(JS:-  ZV  <  M{c). 

Die  Function  ^(/u)  ist  also  für  ju  =  ±  c  negativ,  und  es  müssen 
also  entweder  beide  Wurzeln  q  zwischen  den  Grenzen  +  c  und  «  c 
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gelegen  sein,  oder  beide  müssen  ausserhalb  dieser  Grenzen  liegen 
(oder  imaginär  sein). 

F(ül  IVB  a.    Qi  und  q^  imaginär ,  oder  reell  und  dem  absoluten  Betrag 

nach  grösser  als  c, 

M{p)  bleibt  während  der  Bewegung  immer  negativ.  Die  Grösse  /u 
schwankt  also  periodisch  zwischen  den  Grenzen  +  c  und  —  e.  Der 
Planet  beschreibt  eine  Spirale,  die  sich  asymptotisch  der  Linie  K'  K 
nähert  Diese  Spirale  ist  nach  aussen  von  der  Ellipse  A  =  r^  be- 
grenzt. 

Paü  IFBß.     Die  Wurzeln  q^  und  q^  reell  und  dem  absoluten  Betrag 

nach  kleiner  als  c. 

Da  nun 

if(^)  =  Äi(()i-^)(^ -(),), 

so  muss,  damit  M[fA)  negativ  werde,  ju  entweder  grösser  als  q^  oder 
kleiner  als  q^  sein.  Im  letzteren  Fall  schwankt  fi  periodisch  zwischen 
Q^  und  —  c,  im  vorigen  Falle  zwischen  g^  und  +  c.  Der  Planet 
beschreibt  eine  pendelartige  Bewegung  um  K'  oder  K  und  nähert 
sich  dabei  asymptotisch  der  Linie  K'  K. 

Fall  IFC.     Tj  =  Cj  >  r, . 
Wie  im  vorigen  Falle  bekommt  man  nun 

dX 


(A*  -  ^yji  =  (i- <^)V2 (A  +  c)A(r-  r,). 

Da  hier  X>  r^  ist,  so  muss  h  positiv  sein.  Die  halben  grossen 
Achsen  X  der  Ellipsen  können  beliebig  gross  sein  und  nähern  sich 
mit  wachsender  Zeit  asymptotisch  dem  Werth  A  =  c. 

Li  Bezug  auf  die  Werthe  der  Wurzeln  p,  die  hier  in  Frage 
kommen  können,  bekommt  man  wie  im  vorigen  Falle  die  Un- 
gleichheiten 

if(- c)<  if(c)<  i;(c)  =  0. 

Da  nun  M{±  cx))  positiv  ist,  so  findet  man,  dass 
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Die  Function  Jf  (ju)  kann  also  während  der  Bewegung  nicht 

das  Zeichen  wechseln,  sondern  bleibt  negativ,  nnd  fi  schwankt  also 

zwischen  den  Grenzen   +  c  nnd   —  c.    Die  Bewegung  ist  der  im 

Falle  IV Ba  nntersnchten  ähnlich,  nur  giebt  es  hier  keine  obere 

Grenze  für  L 

Der  Fall 

IFD.    Ti  =  r,  =  c 

kann  nicht  vorkommen  aus  demselben  Ghrunde,   wie  in  Bezug  auf 
den  Fall  IVA  bemerkt  wurde. 

Wir  kommen  nun  zu  deigenigen  Fällen,  in  welchen  vielfache 
Wurzeln  der  Gleichung 


m  - » 


vorkommen.  Die  Function  S{ia)^0  hat  vier  Wurzeln,  und  alle  vier 
können  als  Grenzpunkte  des  zulässigen  Gebietes  auftreten.  Wir 
haben  also  folgende  Fälle  zu  untersuchen. 

L)  pi  =  c, 
M)  pi  =  -c, 
N)  (>,  =  c, 
0)  (>,  =  -  c  . 

Ausserdem  kann  es  vorkommen,  dass  drei  Wurzeln  zusammen- 
fallen: 

P)  ?l  =  ?2  =  ^> 

Q)  ei  =  ?2=  -<'• 

FaO  VK.    Pi  =  (>,. 

Man  muss  hier  annehmen,  dass  die  Wurzel  q  zwischen  +  c 
und  —  c  liegt,  weil  sie  sonst  keinen  Elinfluss  auf  die  Bewegung 
haben  kann.     Es  ist  nun 

S(iu)  =  2(iu*-OA0ii-e)«, 
woraus  folgt,  dass  entweder  h  positiv  ist  und  dann  fi^^c*  sein  muss  \ 


Der  Fall  fi  =  (}  kann  dann  auch  vorkommen  und  wird  später  untersucht. 
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in  welchem  Falle  die  Bewegung  anf  der  X-Achse  stattfindet,  oder 
A  ist  negativ  (=s  —  h^    Betrachten  wir  also  diesen  FaUL    Ek  ist 

Hill)  =  {K--K')iJL  -  A^/^»  +  a. 

Da  Q  eine  doppelte  Wurzel  isi^  so  hat  man 

K^K'-^ih^Q        =0, 
also 

(1)  ^  =  ^-^' 


"2*1     * 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  wird 

(2)  (iC-Z7»  +  4Äia  =  0, 

welche  Belation  also  zwischen  den  Goeffidenten  bestehen  muss,  so 
dass  a  negativ  ist  (=  —  o^). 

Es  ist  femer 

i  (i)  =  (Z  +  iT')  i  -  Aj  i»  -  oj , 

und  die  Wurzeln  der  Gleichung  X  (A)  =  0  sind 


::h'-^ 


2Ai 


Wird  nun  unter  der  Quadratwurzel  die  Ghrösse  {K^  Kf  ^  Aa^  \ , 
die  gleich  Null  ist^  subtrahirt,  so  bekommt  man: 

^^^  rj  2ä;^ 2h,         • 

Nun  ist 
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und  folglich  hat  man 

(4)  '•.<^<- 

Nur  eine  Wurzel  r  kann  also  grOsser  als  c  sein.    Wii^  haMii 
also  hier  zwei  F&lle  zn  betrachten: 


Fidl  VKa.     r^  <  c. 
Es  ist  hier  nothwendigerweise 

die  Bewegong  findet  auf  der  Linie  K'  K  statte  und  mit  wachsender 
Zeit  nähert  sich  der  Planet  unbegrenzt  dem  Punkte  ^  «  (»y  wo  q 
aus  (1)  bestimmt  ist^  auf  dieser  Linie,  und  dies  kann  von  der  eineü 
oder  der  anderen  Seite  geschehen. 

Fall  7Kh.    T^  >  c. 

Die  Bewegung  ist  von  der  Eklipse  A  =  r ^  begrenzt  Zumchen 
eUeser  Ellipse  und  der  Linie  K  K  oscüUrt  der  Planet  j  indem  er 
sieh  allmählich  und  bei  stetig  zunehmendem  oder  stetig  abnehmendem  fi 
der  Hyperbel  fi  =  Q  asymptotisch  nähert 

Fall  FL.     Qi-c>  Q^. 

Der  Planet  nähert  sich  asymptotisch  der  Linie  K'oo. 

Es  ist 
(5)  [K'-K^c  +  hc^  +  a^Q, 

und  man  hat 

S(p)  =  2(ju  -  cfhiji  -  e,)(iti  +  c). 

Ist  h  negativ^  so  muss  /n  zwischen  (>,  und  —  c  oscilliren,  und 
wir  kommen  auf  früher  in  §  2  behandelte  Fälle  zurück.^ 

Ist  h  positiv,  so  folgt,  dass  man  immer  fi>  q^  haben  muss. 
Der  Planet  tangirt  einmal   die  Hyperbel  fi  =  p^   und  nähert  sich 


^  Ist  ii^  <  —  Cf  BO  findet  die  Bewegung  auf  der  X-Achae  statt 
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dann  asymptotisch  der  negativen  X-Achse  (oder  einer  mit  derselben 
parallelen  Linie). 

Was  nun  die  Wurzehi  r^  und  r^  betrifft,  so  lässt  sich  beweisen, 
dass  sie,  für  positives  h^  nicht  grösser  als  c  sein  können«  Es  ist 
in  der  That  nach  (5) 

L(c)^(K+  K')c  +Ac2  +  a>0, 

und  für  alle  X  grösser  als  c  hat  man 

L(})>L(c). 

Die  Function  L  Q)  wechselt  also  während  der  Bewegung 
nicht  das  Zeichen,  bleibt  also  stets  positiv.  Die  Grösse  X  nimmt 
einmal  ihren  Minimalwerth  A  =s  c  an.  Der  Planet  durchschneidet 
einmal  die  Linie  K  K  und  nähert  sich  dann  asymptotiseh  einer  der 
X' Achse  parallelen  Linie. 

Fall  VM,     (>i  =  -  c  >  (>2 . 

Der  Planet  nähert  sich  asymptotisch  der  positiven  X-Achse. 
Man  hat 

ÄO^)  =  20ri  +  c)*AOa  -  (),)](M  -  c). 

Da  /n  <  c  ist,  so  muss  h  negativ  sein  (=  —  A|).    Es  ist  somit 

M{^c)^  -(Z-ZOo-Aic'  +  a^O, 

so  dass  a  positiv  ist 
Weiter  ist 

i;a)  =  (js:  +  ir)i-A,i»  +  a, 

und  es  ist  also  L{}^  positiv.    Da  aber  X(±  oo)  negativ  ist,  so  ist 

offenbar 

r^>  c>r^. 

Die  Bewegung  ist  von  der  Ellipse  i  =  Tj  begrenzt  Die  Grösse 
l.  osciUirt  zwischen  A  =  r ^  und  A  =  c.   Die  negaüxe  X-Achse  —  Jen- 
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seits  c  —  kann  einmal  überschritten  werden  und  die  Bahncurve 
nähert  eich  dann  in  pendelarUgen  Sckwingungen  bei  stetig  abnehmenden 
Ik'Werihen  asymptotisch  der  posiUoen  X-Ächse, 

Fall  FN.     (>i  >  e,  =  c. 
Man  hat  nun 

ä(m)  -  20u  -  c^hiß  -  (>i)(m  +  e). 

Hier  moss  h  negatio  sein  (=  —  A^).    £^  ist  also 
M{c)  «  (ä:-  K')e  -  Aj  c«  +  a  «  0. 

Hieraus  folgt,  dass  L{c)  positiv  ist,  und  da  X(±oo)  negativ 

wird,  so  muss 

Ti  >  c  >  r,. 

Der  Fall  ist  mit  dem  vorigen  VM  übereinstimmend^  nur  nähert 
sich  jetzt  der  Planet  in  diesem  Fall  asymptotisch  der  negaüoen 
X-Achse. 

FallFO.    ()i>e,  =»-c. 

Der  Planet  nähert  sich  asymptotisch  der  posithen  X-Achse. 
Sonst  ist  der  Fall  mit  FL  übereinstimmend. 

FaUFP.     (>j  =  (>,  =  c. 
Es  ist 

M{c)  =  (K-^K')c  +    Ao*  +  a  =  0, 

M'{c)^  K^r     +2hc  =0, 

so  dass 

K-K' 

und  hieraus  folgt,  dass  A  negativ  sein  muss  (A  »  ^A^). 
Wie  im  Falle  FK  findet  man  nun 

so  dass  wie  im  genannten  Falle 

r,  <  c. 


142     Bewegung  eines  Punktes^  der  von  x/wei  festen  Gentren  u.  a.  w. 
Andererseits  findet  man,  dass  hier  auch  immer 

Tj  >  c. 

Die  Bewegung  ist  von   der  Ellipse  r^^^  c  begrenzt,  und  die 
Bahncorye  wird  dieselbe  wie  im  Falle  FN. 

EndUch  ist  im  Falle  FQ 

Pi  =  ?«  =  -  ^  • 


Hier  wird 


SO   dass  h  positiv  ist.     Dieselben  Ausdrücke  f&r  r^  und  r,  gelten 
wie  im  vorigen  Falle,  so  dass  ^ 


::)- 


(vT±yzo* 


2h 


und  beide  Wurzeln  sind  negativ. 

Die  Function  Z{X)  ändert  somit  während  der  Bewegung  ihr 
Zeichen  nicht  und  bleibt  positiv,  und  da 

{k'-^')^  =  2{k*-c')L{X), 

SO  geht  die  Grösse  X  einmal  zu  ihrem  Minimalwerth  X  ^  c  herunter. 
J)ie  Bahncurve  durchschneidet  einmal  die  Linie  K'  K^  um  sich  darnach 
asymptotisch  einer  der  X^Ächse  parallelen  Linie  zu  nahem. 

Dieser  Fall  ist  FM  ähnlich. 

Von  den  merktrürdigen  Bahnformen,  die  in  diesem  Problem 
auftreten  können,  sind  die  in  II ay  und  IIa  8  vorkommenden  viel- 
leicht die  eigenthümUchsten,  und  sie  scheinen  sogar  sehr  unwahr- 
scheinlich.   Ich  werde  sie  deswegen  etwas  ausführlicher  untersuchen. 

Es  ist  hier  in  {IIa) 

h  positiv, 

Tj  und  r,  entweder  imaginär   oder,   wenn   sie   reell   sind, 
kleiner  als  c. 
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Ich  werde  diejenigen  Werihe  der  Wurzeln  q  untersuchen,  die 
dann  anftreten  können. 

Man  hat 

Ti  1        -  (^  +  JTQ  ±  V  (iC  +  i^O«  -  4  g  A , 

und 

^(K ^  K')  ±  }/(K  -  Ky  ^  4ah 


'1 


2h 


Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  r^  und  r,  imaginär  sind. 
Dann  hat  man 

{£  +  Ky<4ah. 

Es  muss  also  a  -positiv  sein,  und  weiter  hat  man  dann  auch 

(A:-Z')*<4aA. 

Du  Wurzeln  q^  und  q^  sind  dann  auch  maffinär,  und  wir  be- 
finden uns  unter  denselben  Bedingungen  wie  im  FaUe  IIa  a. 

Zweitens  nehmen  wir  an,  dass  r^  und  r,  reell  und  kleiner  als  c 
sind. 

Es  ist  also 

{K+Ky>4ah 

und 

2hr^  <  2Äri  =  -^{£  +  JTj^  ^  4 a h  --  (K  +  K")  <  2c A, 

oder 

{K  +  r  +  2chy  >(K+  Ky  -  4aA  >  O, 

oder 

4cÄ(i:+Z')  +  4c«A«>  -4aA, 

wo  a  negativ  sein  kann.    Man  kann  4  A  wegdividiren  und  bekommt 

dann 

{K+  K')c  +  hc^>  -  a, 

was  man  auch  in  der  Form  L{c)>Q  schreiben  kann. 

Die  Formen  II ay  und  IIa  8  setzen  voraus,  dass  q^  und  q^ 
reelle  Werihe  annehmen  können,  und  dass  einer  von  diesen  Werthen 
oder  beide  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  c  sind. 
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Für  die  Bealität  der  Wurzeln  q^  und  q^  legen  die  obigen  Un- 
gleichlieiten  kein  Hüidemiss  in  den  Weg.  Wenn  beide  Wurzeln 
dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  c  sein  sollen,  so  hat  man 


K--  K'  +  ^[K^Ky^4.ah<2ch, 
oder 

(K^  K')^  -  4aA  <  (2cA  -  (Z-  iE"))  «, 

und  hieraus  bekommt  man  nach  einigen  Beductionen 

-(ir-i:')c  +  Ac«  +  a>0, 

was  man  auch  in  der  Form  if  (—  c)  >  0  schreiben  kann.  Es  ist 
nun  offenbar 

und  nichts  hindert^  dass  man  für  i/(c)  >  0  auch  ^(—  c)  >  0  haben 
kann.  Beide  Wurzehi,  q^  und  q^  können  also  reell  und  numerisch 
kleiner  als  c  sein. 

Wir  betrachten  nun  die  entsprechenden  Differentialgleichungen 

dX 


wo 


C  >  Tj  >  Tg 

c  >  Pi  >  e,  >  —  C. 

Damit  nun  die  Ghrössen  unter  der  Quadratwurzel  positiv  werden, 
müssen  offenbar  die  Grössen  X  und  /n  folgende  Ungleichheiten 
erfüllen 


Wir  setzen 


dtp^  ^  V  2(X  +  c)fe(X  -  r^W^Ü) 
dt  X^-fi* 


dw^  ^  V2(o«~jH«)^ 
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Die   Grössen  unter   den  Wurzelzeichen   können   niemals   Null 

werden,  und  die  Hilfisgrössen   w^   und  to^  wachsen  also  stetig  mit 

der  Zeit 

Es  ist  nun 

dl 


dwi 


=  vx^ 


c 


und  hieraus  bekommt  man  durch  Integration 

A  =  c  +  — tt?i* 

11=   Pi  cos*  y  tl7,  +  e,  sin»  y  tt?,  . 

Der  Planet  oscillirt  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  q^  und  q^ 
und  entfernt  sich  gleichzeitig  stetig  in's  Unendliche. 

Der  Fall  IIa  8  ezistirt  also.  Was  den  Fall  Haß  betrifft,  so 
tritt  er  in  III aß  wieder  au£ 


§  6.    Periodische  Bewegungen. 

Bewegungen,  die  in  der  Zeit  periodisch  sind,  können  yorkommen 
in  den  in  §  2  behandelten  F&llen,  so  oft  die  Bedingung  §  1  (10) 
erfüllt  ist  Ausserdem  wird  die  Bewegung  periodisch,  wenn  der 
Körper  sich  auf  einer  Curve 

X  =  Const 

bewegt,  und  unter  Umständen  auch,  wenn  die  Bahncurve  die  Glei- 
chung 

/Ei  =  Const 
hat 

Wir  wollen  diese  Fälle  zuerst  betrachten. 

Fall  Fla.     i  =  Const. 
Da 


dl 


1)  (i«-/i^)-^  =  y2(i«-c«)i;(i), 

CHAmLiSB,  Mechanik  des  Himmels.  L  10 
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so  ist  einleuchtend,  dass  X  entweder  gleich  c  ist,  oder  mit  einer 
Wurzel  der  Gleichung 

(2)  Z(i)  =  0 

zusammenfällt.  Im  ersten  Falle  bewegt  sich  der  Körper  auf  der 
Linie  K'  K  und  wir  wissen  schon,  dass  hierbei  nur  drei  Fälle  vor- 
kommen können,  entweder  dass  ein  Zusammenstoss  mit  einer  von 
den  attrahirenden  Massen  stattfindet,  oder  dass  der  Planet  sich 
asymptotisch  einem  Punkte  auf  der  Linie  K' K  nähert  (VKa) 
oder  dass  der  Planet  sich  in's  Unendliche  entfernt  Diesen  Fall 
können  wir  also  übergehen. 

Es  erübrigen  noch  die  Fälle,  dass  X  mit  einer  Wurzel  r^  oder  r, 
zusammenfällt 

Ist  r^  >  c  >  r,,  so  ist  es  nicht  möglich,  dass  X  mit  r^  identisch 
zusammenfällt  Wir  wissen  nämlich,  dass  dann  für  negatives  h 
in  X  Libration  zwischen  r^  und  c  eintreten  muss  (Ib)  und  für 
positives  h  X  in's  Unendliche  wächst  {IIb). 

Ist  ^1  >  ^a  >  c,  so  muss  A  nothwendigerweise  negativ  sein,  weil 
für  positives  h  wenigstens  eine  Wurzel  negativ  sein  muss.  Es  ist 
somit 

(3)  {X*-  (i*)^^y2{}.*-c*)h,{r,-X){X-r^). 

Schliessen  wir  den  Fall  X^c  aus,  so  entsteht  hier  immer  eine 
Librationsbewegung  zwischen  r^  und  Tj,  und  X  kann  nur  unter  der 
einzigen  Bedingung  constant  bleiben,  dass 

Weil  hier  eine  Doppelwurzel  entsteht,  so  muss 

(4)  {K+Ky--Auh^O 
sein  und  folglich  ist 

(Ä:-.J5:')»-4aA<0, 

80  dass  Q^  und  q^  imaginär  werden.  Die  Grösse  /i  schwankt  dem- 
nach zwischen  +  c  und  —  c  und  die  Bewegung  geht  auf  der  Ellipse 
X  =  r  vor  sich,  wo  nun  (nach  IVA) 
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(6)  r  =  ii£ 

ist 

Eine   singulare  Lösnng  der  Differentialgleichung  (3)  ist  imm^ 

oder  X  =  r,.  Man  findet  aber,  dass  der  ztoeiie  Differentialquotient  von 
X  in  Bezug  auf  die  Zeit  dann  einen  endlichen  Werth  hat.  Wenn  aber 
X  =  r  eine  Doppelwurzel  bezeichnet,  so  wird  nicht  nur  der  zweite 
Differentialquotienty  sondern  auch  alle  Differentiale  höherer  Ordnung 
für  A  =  r  identisch  verschwinden. 

FaU  VIb.     II  =  Corut 

Wenn  wir  auch  hier  von  den  Fällen  ii=i:c  absehen,  so  ist 
die  Differentialgleichung 

(6)  (^*  -  '»*)  4?-  =  V20*»-«*)A0*-?i)(^-'?7) . 

wenn  /ti  constant  sein  soll,  nur  durch  die  Werthe  ii  =i  q^^  q^=z  q 
zu  befriedigen. 

VIba.    Dann  hat  man  für  negatives  A(=s  — A^) 

und  hier  ist  /ti  =  (>  eine  unstabile  Lösung. 

Weil  Q  eine  Doppelwurzel  ist,  so  hat  man 

(7)  9  =  ^<c 

und  ausserdem  ist 

(8)  (Z-iE")*-4aA  =  0. 
Weiter  ist 

-  (JT  +  JTO  ±  V(Jr+Z')«-4oÄ 


r,/  2Ä 

oder  nach  (8) 

r,  /  2Ä  2Ä1 


rj  I  _  -{K+K')±2YKK'  _  WK±Vrf 


10 


« 
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Es  ist  also 
(9)  ?  =  V^2- 

Hieraus  folgt,  dass  r^  und  r,  nicht  beide  grösser  als  c.  sein 
können.     Wohl  aber  ist  es  möglich,  dass 

r^>  c  >r,. 

Man  hat  nun 

^W  =  Ai(ri-i)(i-r,) 

und  X  oscillirt  zwischen  r^  und  c. 

Der  Planet  wird  in  diesem  Falle  eine  pendelariige  Bewegung  auf 
der  Hyperbel 

ausfahren. 

Wenn  K=^  K\  so  wird  /ti  =  0,  und  der  Planet  bewegt  sich  auf 
der  y-Achse  hin  und  her  zu  beiden  Seiten  vom  Goordinatenanfangs- 
punkt. 

VI  b  ß.  Ist  h  positiv ,  so  bekommt  man  f&r  zusammenfallende 
(>-Werthe 


r^]    ^ 2Ä 


Die  beiden  Wurzeln  r  sind  also  hier  negativ.  Die  Function 
LQ)  bleibt  w&hrend  der  Bewegung  positiv.  Die  Grösse  X  wächst 
in's  Unendliche. 

Der  Planet  bewegt  sich  in  diesem  Falle  auf  der  Hyperbel 

K-K' 
in's  Unendliche. 


Periodische    Bahnformen    können    auch    auftreten,    wenn    die 
Elementarperioden  to^^  und  ea^^  solche  Werthe  haben,  dass 

»Wi(o„ +  mj(o„  =  0, 
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wo  m^  und  m,  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Da  man  09|,  und  to^^ 
positiv  wählen  kann,  so  sind  die  Zahlen  m^  und  m^  von  verschiedenem 
Zeichen.     Wir  schreiben  also  besser 

m 

(10)  »iii«„ -m,«„  =  0, 

wo  m^  und  m^  nunmehr  positive  Zahlen  bezeichnen.  Für  die  ent- 
sprechende Periode  erh&lt  man  dann  den  Werth 

(11)  2y=2mjCüii  -2m,fi),i. 

Nimmt  man  f&r  die  Integrationsconstante  h  einen  bestimmten 
Werth  an  —  unter  den  in  jedem  Fall  möglichen  Werthen  —  so 
wird  die  Gleichung  (10)  erfüllt  für  eine  unendliche  Beihe  (discreter) 
Werthe  der  anderen  Integrationsconstante  a,  und  umgekehrt.  Die 
periodischen  F&Ue  bilden  also  eine  zweiÜEU^h  unendliche  Menge. 

Je  kleiner  die  Zahlen  m^  und  m,  werden,  desto  „einfacher^ 
wird  die  entsprechende  periodische  Bewegung.  Am  einfachsten  wird 
sich  also  die  Bahncurve  gestalten,  wenn  m^  =  m,  =  1.  Im  Allge- 
meinen kann  man  auch  die  Integrationsconstanten  so  wählen,  dass 
dieser  Fall  eintritt  So  beispielsweise  in  Iby  oder  Iccc.  Wir  er- 
halten dann  eine  periodische  Curve,  die  sich  selbst  nicht  schneidet 
Im  Falle  Iba  wird  aber  eine  solche  Wahl  kaum  möglich.  Eis 
scheint,  dass  die  niedrigsten  Werthe  für  m^  und  m^  hier  m^  a  2, 
m,  s=  1  sind. 

Betrachten  wir  den  (^otienten 

•»« 

den  wir  kleiner  als  die  Einheit  annehmen  können  —  indem  sonst 

ähnliche  Schlüsse  für  ^  gelten  —  so  wird   also   eine  periodische 

Bewegung  eintreten,  so  oft  v  eine  rationale  Zahl  bezeichnet  Da 
nun  innerhalb  einer  beliebig  kleinen  Strecke  immer  unendlich  viele 
rationale  Zahlwerthe  vorhanden  sind,  wie  klein  diese  Strecke  auch 
gewählt  wird,  so  sind  die  periodischen  Bahncurven,  unter  sämmt- 
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liehen  Bahnformen,  die  für  0  <  v  <  1  vorkommen  können,  überall 
dicht  yertheilt  Man  braucht  also  nur  eine  unendlich  kleine  Ver- 
änderung von  V  vorzunehmen,  um  von  einer  beliebigen  periodischen 
Bahncurve  zu  einer  —  benachbarten  —  nicht  periodischen  überzu- 
gehen, und  umgekehrt. 

Eine  unendliche  Menge  von  Dingen  nennt  man  nach  Gantob 
abzählbar,  wenn  man  die  Elemente  mit  1,  2,  ...,  n...  numeriren 
kaun,  so  dass  kein  Element  ausgelassen  wird.  Die  rationalen  Zahlen 
zwischen  0  und  1  bilden  eine  abzahlbare  Menge;  man  kann  sie 
in  der  That  in  der  folgenden  Ordnung  aufschreiben 

i f  T»  "S"»  4>  4*  6»  if  i>  6>  9  y  "S"  •  •  •  > 

so  dass  man  nach  einander  diejenigen  Zahlen,  deren  Nenner  2,  3, 
4,  5,  6  u.  s.  w.  ist,  aufschreibt,  und  für  jeden  Nenner  dem  Zähler  die 
Werthe  1,  2,  3  u.  s.  w.  zuertheilt,  mit  Auslassung  solcher  Werthe, 
deren  Zähler  und  Nenner  relative  Primzahlen  sind. 

Die  periodischen  Bahncurven  bilden  also  eine  abzählbare  Menge; 
was  dagegen  nicht  mit  den  nichi-periodischen  der  Fall  ist  Die 
Menge  der  letzteren  ist  daher  nach  der  Terminologie  von  ÜAirroB 
von  höherer  Mächtigkeit  als  die  Menge  der  periodischen  Curven. 

Betrachten  wir  die  nicht-periodischen  Bahnen,  so  wissen  wir 
nach  §  2  im  zweiten  Abschnitt,  dass  man  bei  ihnen  die  ellip- 
tischen Coordinaten  X  und  /ti  —  und  somit  auch  die  Abstände  r  und 
r  des  Planeten  von  den  attrahirenden  Massen  —  in  FoüRiEB'sche 
Reihen  von  der  Form 

+  00 

(12)  2 ^i.»  .-. <508 ih^l  +  h S) 

:)- 

entwickeln  kann.  Diese  Beihen  sind  gleichmässig  convergent,^  und 
Uj  und  Uj   bedeuten  lineare  Functionen  der  Zeit  und  von  der  Form 


'  Den  Beweis  hierför  findet  man  bei  Weiebstrass  a.  a.  0. 


§  6.     Periodwehe  Bewegungen.  151 


(13) 


WO 


(14) 


Mj  =  «1  ^  +  Xl  , 

Uj  =  n,  ^  +  Xj , 


Man  kann  an  diese  Reihen  einige  interessante  Betrachtungen 
knüpfen,  welche  von  grossem  Interesse  für  die  Lösung  des  Problems 
der  drei  Körper  zu  sein  scheint.  Um  zu  der  Beihe  (12)  zu  gelangen, 
kann  man  sich  nSmUch  einer  ähnlichen  Annäherungsmethode  wie 
der  in  der  y^Störungstheorie''  gebräuchlichen  bedienen.  Fassen  wir 
z.  B.  den  „Satelliten'^  Fall  IbS  in's  Auge,  in  welchem  der  beweg- 
liche Körper  immer  in  der  Nähe  der  Masse  K  bleiben  muss,  und 
nehmen  wir  die  Masse  K'  als  verhältnissmässig  klein  an;  dann 
können  wir,  um  zu  dem  Ausdrucke  für  die  Coordinaten  zu  gelangen, 
uns  einer  Entwickehing  nach  den  Potenzen  der  kleinen  Masse  K'  be- 
dienen. Bei  der  Bestimmung  der  successiven  Annäherungswerthe 
der  Coefficienten  C^^ ,  .^  würde  man  dann  (wahrscheinlich)  mit  den 
durch  die  sogenannten  kleinen  Divisoren  —  von  welchen  weiter  im 
Folgenden  gesprochen  wird  — ,  welche  von  der  Form  4»ii  H-^Wj 
sind,  hervorgerufenen  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  haben,  und  die 
Reihen  in  den  verschiedenen  Annäherungen  würden  nicht  gleich- 
massig  convergent  sein,  obgleich  dies  mit  den  wahren  Reihen  (12) 
der  Fall  ist  Man  könnte  sogar  im  Voraus  sagen,  warum  solche 
Schwierigkeiten  hier  auftreten  müssen.  Die  Erklärung  scheint  näm- 
lich darin  zu  liegen,  dass,  wie  in  §  3  im  zweiten  Abschnitt  bewiesen 
wurde,  der  Abstand  r  von  dem  Körper  K  in  diesem  Fall  keine  von 
Null  verschiedene  untere  Grenze  besitzt.  Es  existirt  deswegen  auch 
kein  mittlerer  Werth  für  diesen  Abstand  in  dem  Sinne,  wie  man  diesen 
Begriff  in  der  Störungstheorie  benutzt. 

Es  scheint  mir  in  der  That  möglich,  dass  man  in  ähnlichen 
Umständen  die  Erklärung  der  merkwürdigen  Convergenz-Verhältnisse 
der  Reihen  in  der  Störungstheorie  zu  suchen  hat 
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§  7.    Zusammenstellung  der  verschiedenen  Bahnformen,  die  bei 
der  Attraction  eines  Körpers  nach  zwei  festen  Centren  auftreten 

icönnen. 

1)  Geradlinige  Bewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  auf  der  Linie 
K'  K  oder  deren  Verlängerung. 

Der  Planet  bewegt  sich  in  der  Anfangsrichtung,  bis  er  mit 
einer  der  Massen  zusammenstösst    laa^   I^ß^   II aa  u.  A.; 

oder  der  Planet  bewegt  sich  in  der  Anfangsrichtung,  bis  er 
einen  bestimmten  Punkt  erreicht;  kehrt  dann  um  und  stösst  nach 
einiger  Zeit  mit  einer  Masse  zusammen.    lay ,  laS  u.  A. ; 

oder  entfernt  sich  auf  der  X-Achse  in*s  Unendliche.     II aa; 

oder  nähert  sich  unbegrenzt  einem  zwischen  K'  und  K  gelegenen 
Punkty  ohne  denselben  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen.     FKa. 

2)  Lemniseaienbewegung:  Die  Bahncurre  erfüllt,  wenn  die  Be- 
wegung nicht  etwa  periodisch  ist,  den  ganzen  innerhalb  einer  Ellipse 
eingeschlossenen  Raum  überall  dicht     Iba^  Ibß.    Fig.  2. 


Fig.  2.  Fig.  8. 

3)  SatelUtenbewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  innerhalb  eines 
abgeschlossenen  Raumes,  in  welchem  sich  die  eine  Masse  K  oder  K 
befindet  Die  Begrenzung  dieses  Raumes  bilden  Theile  einer  Ellipse 
und  einer  HyperbeL  Die  Bahncurve  ist  entweder  periodisch  oder 
erfüllt  den  betreffenden  Raum  überall  dicht    Iby^  IhS.    Fig.  3. 

4)  Planetenbewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  (wie  ein  äusserer 
Planet)    in    einem   von    zwei  confocalen   Ellipsen  eingeschlossenen 
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Raum.  Die  Bahncnire  ist  entweder  periodisch,  in  welchem  Falle 
sie  beide  Ellipsen  berührt,  oder  sie  erfüült  den  betreffenden  Baom 
überall  dicht    Ica,  Icß.    Fig.  4. 


K 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


5)  Dioerffirende  Pendelbewegung:  Der  Planet  entfernt  sich  in'^s 
Unendliche  von  den  beiden  Centren,  indem  er  in  immer  grösseren 
pendelartigen  Schwingungen  zwischen  beiden  Zweigen  einer  Hyperbel 


N  'S. 

N 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


nach  beiden  Seiten  der  Z- Achse  hin  nnd  her  schwankt   II ay^  III aß. 
Fig.  5. 

6)  Hyperbolische  Sinussoidbewegung :    Der   Planet   entfernt  sich 
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in's   Unendliche^    indem    er    zwischen    zwei    confocalen  Hyperbeln 
periodisch  hin  und  her  schwankt.     Uaä.    Fig.  6. 

7)  Divergirende  Spiralbewegung:     Der  Planet  entfernt  sich  in's 
Unendliche,    indem   er   immer   grössere  Windungen  am  die  Linie 

K'K    ausführt       Haß,     Ilbu, 

.^ ^^-- Illau,  lllba.    Fig.  7. 

8)      Convergirende     Spiralbe' 

wegung:    Der  Planet  nähert  sich 

asymptotisch     in     immer    kleiner 

werdenden  Windungen   der  Linie 

K'K,      ohne     sie     in    endlicher 

Zeit  zu  erreichen.    IFBa,  IV  C. 

Fig.  8. 

9)    Convergirende    Pendelbewegung:      Der    Planet    nähert    sich 

asymptotisch  in  pendelartigen  Schwingungen  auf  beiden  Seiten  der 

X-Achse,  entweder  einer  Hyperbel  {VKb)  oder  der  7- Achse,  ohne 


(    (  ^ 


•*.  N 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Fig.  10. 


diese  Grenze  in  endlicher  Zeit  zu  erreichen.     VKb,  IVBß,  VM, 
VN,  VP.     Figg.  9  und  10. 


JC' 


-»»-«- 


K 


Fig.  11. 


10)  Asymptotisch"  geradlinige  Bewegung:    Der  Planet  nähert  sich 
asymptotisch  einer  der  X-Achse  parallelen  Linie.     VL,  VO.    Fig.  11. 
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11)  Elliptische  Bewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  in  einer 
bestimmten  Bichtung  anf  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 

^'-~2hr 
ist     Via. 

12)  Hyperbolische  Bewegung:  Der  Planet  bewegt  sich  auf  einer 
Hyperbel 

entweder  so,  dass  er  sich  auf  der  Hyperbel  in's  unendliche 
entfernt  Der  Focus  dieser  Hyperbel  liegt  dann  in  der  grösseren 
Masse  (Z).     F7Ä/9; 

oder  so,  dass  er  auf  der  Hyperbel  um  die  X-Achse  pendel- 
artig hin  und  her  schwankt  Der  Focus  dieser  Hyperbel  liegt 
dann  in  der  kleineren  Masse  {Ky 
riba.     Fig.  12. 

Alle  hier  betrachteten  Bewegungs- 
formen  mit  Ausnahme  von  VIba  sind 
stabil j  und  man  kann  nicht  bei  einer  un- 
endlich kleinen  Aenderung  der  Integra- 
tionsconstanten  (h  und  cc)  von  einer 
Form  zu  einer  anderen  übergehen.  ^-  ^^• 

Die  oben  von  mir  eingeführten 
Namen  fdr  die  verschiedenen  Bewegungsformen  geben  zwar  nicht  immer 
einen  adäquaten  Ausdruck  für  die  entsprechenden  Bahncurven.  Sie 
scheinen  mir  indessen  auch  nicht  allzu  unklar  zu  sein.  Für 
die  genauere  Beschreibung  verweise  ich  auf  die  vorigen  Para- 
graphen. 

In  seiner  classischen  Arbeit  über  die  elliptischen  Integrale  hat 
Legend&e  dem  Problem  der  Attraction  nach  zwei  festen  Centren  eine 
ausführliche  Untersuchung  gewidmet^  Er  hat  sich  dabei  auf  den 
Fall,  dass  h  negativ  ist,  beschränkt,  in  welchem  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Bahncurven  im  Endlichen  liegen.  Von  den  hier  möglichen  Be- 
wegungen hat  er  Nr.  1,  2,  3,  4,  8,  9,  11,  12  behandelt    In  Bezug 


*  ,,Trait^  des  Fonctions  elliptiques."    T.  I. 
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auf  die  convergirende  Pendelbewegang  Nr.  9  hat  er  aber  nur  den 
Fall  behandelt^  dass  der  Planet  sich  der  X-Achse  asymptotisch 
nähert  (Fig.  10).  Den  allgemeinen  Fall  (Fig.  9),  dass  der  Planet 
sich  asymptotisch  einer  Hyperbel  nähert,  scheint  er  übersehen 
zu  haben.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Lbgendbe  die  wichtige 
Eigenschaft  der  nicht- periodischen  Bahnen,  den  zulässigen  Bereich 
überall  dicht  zu  erfüllen,  nicht  unbekannt  war.  Wenigstens  erwähnt 
er  dies  ausdrücklich  in  Bezug  auf  die  Planetenbewegung  Nr.  4. 

Die  geradlinige  Bewegung  wird  von  Lbgendbb  unter  der 
Voraussetzung  behandelt,  dass  der  Planet  die  Massen  K  und  K' 
pcLsdren  kann.  Ich  habe  es  für  rathsamer  gehalten,  die  Bewegung 
mit  dem  Zusammenstoss  endigen  zu  lassen,  weil  der  physikalische 
Sinn  der  Bewegung  und  die  Gültigkeit  der  Differentialgleichungen 
hier  aufhören  zu  gelten. 

Legendbb  stützt  sich  bei  der  Behandlung  dieses  Problems  auf 
seine  tiefgehenden  Untersuchungen  über  die  elliptischen  Integrale. 
Die  Behandlung  wird  aber  hierdurch  unnöthigerweise  weitläufig  und 
schwierig. 

Die  Discussion  der  Bewegung  geschieht  dagegen,  wie  wir  gesehen 
haben,  oben  fast  ohne  Bechenarbeit  und  ohne  weitläufige  Formeln. 
Es  würde  keinen  Vortheil  bringen,  wenn  man  statt  der  Integrale 
von  Legekdbe  die  elliptischen  Functumen  einführen  wollte.  E^  die 
Discussion  der  Bewegungsformen  ist  dies  überflüssig  und  für  die 
Berechnung  der  Werthe  der  Coordinaten  zu  einer  beliebigen  Zeit 
ist  es  nur  ein  grosser  Umweg,  da  man  hierdurch  nicht  die  Coordi- 
naten durch  die  Zeit,  sondern  die  Zeit  durch  die  Coordinaten  aus- 
gedrückt erhält  Durch  die  Formel  (12)  werden  aber  die  Co- 
ordinaten direct  als  Functionen  der  Zeit  gegeben  und  die  Coef- 
ficienten  in  den  Reihen  können  immer  und  auch  verhältnismässig 
leicht  berechnet  werden. 

§  8.    Beispiele. 

Obgleich  in  der  Natur  keine  Beispiele  bekannt  sind,  in  denen 
die   Bewegung  eines  Körpers   durch  die  Attraction  zweier  festen 


Beispiele, 
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Centn  bestimmt  ist,  so  kommeD  docb,  wenn  es  sich  am  drei  Körper 
handelt,  die  sich  nach  dem  NEwioM'schen  Gesetz  gegenseitig  an- 
ziehen, verschiedene  Fälle  vor,  in  denen  es  berechtigt  Bcheint,  an- 
zunehmen, daas  das  Problem  von  der  Anziehung  zweier  festen  Centra 
annäherungsweise  zu  einer  Auffassung  der  Bahncurve  führen  kann. 

Ein  solcher  Fall  wäre  z.  6.  vorhanden,  wenn  man  die  Be- 
wegung eines  kleinen  Körpers  untfirsuchen  wollte,  der  mit  grosser 
Geschwindigkeit  dnrch  ein  Doppelstemsystem  hindurchgeht. 

Auch  in  unserem  Planetensystem  fehlt  es  nicht  an  Beispielen, 
in  denen  es  möghch  wäre,  in  dieser  Weise  zu  einer  Annäherung 
an  die  wahre  Bahn  zu  gelangen.  Betrachtet  man  z.  B.  das  System, 
das  aus  der  Sonne,  einem  Planeten  und  einem  zu  demselben  ge- 
hörenden Satelliten  besteht,  so  wird,  wenn  der  Satelht  hinreichend 
nahe  dem  Planeten  liegt,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Planeten 
um  die  Sonne  als  sehr  klein  betrachtet  werden  können,  und  man 
würde  also  wenigstens  für  eine  kürzere  Zeit  die  Sonne  als  stillstehend 
betrachten  können,  und  den  Satelliten  als  von  zwei  festen  Centren 
angezogen.  Handelt  es  sich  um  die  Bewegung  eines  kleinen  Pla- 
neten unter  der  Anziehung  der  Sonne  und  eines  grossen  Planeten 
—  Jupiter  oder  Saturn  — ,  so  lassen  sich  auch,  wie  in  einem 
der  folgenden  Abschnitte  gezeigt  wird,  die  Coordinaten  des 
Planeten  nach  Potenzen  der  Winkelgeschwindigkeit  des  grossen 
Planeten  entwickeln  und  man  wird  somit  zu  einer  Annäherungs- 
metbode  geführt,  in  welcher  das  Problem  von  der  Anziehung  zweier 
festen  Centra  die  erste  Annäherung  geben  würde.  Zwar  ist  die 
Convergenz  dieser  Annäherungen  nicht  untersucht  worden;  nichts 
desto  weniger  mag  es  doch  von  Interesse  sein,  die  Bahnen,  die 
man  so  in  der  ersten  Annäherung  bekommen  würde,  einer  Prüfung 
zu  unterziehen. 

Gesetzt,  dass  ein  Körper  auf  der  Verbindnagslinie  £'  K 
zwischen  der  Sonne  {K)  und  einem  Planeten  (K')  sich  befindet, 
und  dass  derselbe  beim  Anfang  der  Bewegung  mit  einer  zu  dieser 
Linie  senkrechten  Geschwindigkeit  fortgeschleudert  wurde,  wobei 
K'  und  K  als  stillstehend  betrachtet  werden;  es  soll  seine  Bewegung 
untersucht  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Körper  Ton 
A"  und  Ä'  nach  dem  NEwroN'schen  Gesetz  angezogen  wird. 
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Wir  haben  also  zunächst  die  Integrationsconstanten  h  und  cc 
zu  bestimmen  und  dann  daraus  die  Wurzebi  r^,  r^,  q^,  q^  zu  be- 
rechnen. 

Nach  Formel  (6)  und  (5*)  §  1  hat  man  folgende  Formeln  zur 
Berechnung  von  h  und  u: 


(1)       Ä  =  i-(A«-)u^ 


r«     ,     fi'* 


1 — - — 

_  /.«  ^  /,« _  ii« 


X«_c«   •    c*-/i*J  Ä«-/i*      •      A«-/.i«    ' 


(2)  ^  -  %^/^'e^  -  (A-+  Z-)A  -AAS 
oder 

(2*) -«  =  T^^*  +  (^- ^>  +  *'**• 

Wir  haben  hierin  die  Werthe  X^,  fjL^,  l^  und  fA^  fttr  den  An- 
fang der  Bewegung  einzusetzen,  um  die  Werthe  von  h  und  a  zu 
erhalten. 

Die  Einheit  der  Längen  wählen  wir  so,  dass  c  =  1.  Der  Ab- 
stand K'  K  ist  dann  gleich  2.  Liegt  der  Körper  beim  Anfang  der 
Bewegung  in  dem  Abstände  a  von  K',  so  ist  somit 

(3)  A,  =  1;     |u,=  l-a. 

Um  die  Werthe  der  Differentialquotienten  l^'  und  fA^  zu  er- 
halten, bedienen  wir  uns  der  Grleichungen  I  §  7  und  erhalten  dann, 
weil  nach  den  gemachten  Voraussetzungen 

die  folgenden  Gleichungen: 


0  =  j^orf^o  +  ^^M, 


0 


oder  nach  den  erhaltenen  Werthen  für  ^  und  fi^ 
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0  =  (l-a)V  +  i»o' 


V 


Es  wird  also 


W  =  VT^:(r^-^ 


(4)  V  =  /*o'  =  0, 

und 


(4*) 


w  - 1    yi  -  (1  -  «)• 


Setzt  man  die  Werthe  (3),  (4)  und  (4*)  in  (1)  und  (2)  ein,  so 
wird  nun 

(5*)  -a  =  (^- jr)(l  -fl)  +  A(l  -fl)«. 

Wenn  die  Werthe  der  Massen  K  und  K\  des  Abstandes  a  und 
der  Anfiang8gesch¥rindigkeit  y^'  gegeben  sind,  so  sind  also  die  Werthe 
von  A  und  d;  hierdurch  bestimmt 

Ich  werde  nun  in  Bezug  auf  a  zwei  verschiedene  Annahmen 
machen,  die  eine  dem  Fall  entsprechend,  dass  es  sich  um  einen 
Planeten  handelt,  der  sich  zwischen  der  Sonne  und  dem  störenden 
Planeten  bewegt,  die  andere  einem  Satellitenfiall  entsprechend. 

Zuerst  bemerke  ich  indessen,  dass  die  Gleichung  (5*)  in  folgender 
Form  geschrieben  werden  kann: 

wo  Miji)  dieselbe  Bedeutung  wie  in  den  vorigen  Paragraphen  hat 
Die  eine  von  den  Wurzeln  (p^ ,  q^)  ist  also  gleich  1  —  a,  d.  h.  gleich 
demjenigen  Werth,  den  fi  beim  Anfang  der  Bewegung  hat  Die 
eine  Begrenzung  des  zulässigen  Bereiches  für  die  Bahncurve  geht  somit 
durch  denjenigen  Punkt^  in  dem  die  Bahncurve  (beim  Anfang  der  Be- 
wegung) die  Linie  K*  K  senkrecht  schneidet 

um  ein  einfaches  planetoidähnliches  Beispiel  zu  erhalten,  setzen 

wir 

a  =  l.i 

^  Dies  würde  etwa  einem  kleinen  Planeten  entsprechen,  der  sich  im 
mittleren  Abstände  der  Asteroiden  befindet  und  der  vom  Jnpiter  „gestört''  wird. 
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(6) 


Es  wird  nnn  nach  {5*) 

a  =  0 


2 


Die  Anfangsgeschwindigkeit  y^  bestimmen  wir  in  der  Weise, 
dass  der  Planetoid,  wenn  die  Anziehung  des  Planeten  K'  aufhörte, 
sich  in  einem  Ejreise  um  die  Sonne  (K)  bewegen  würde.  Wie  man 
im  folgenden  Paragraphen  findet,  wird  dann 

(7)  Vo'  =  -f  =  J5^, 
so  dass 

(8)  h=-^-K'. 

um  nun  die  Grenzcurve  des  zulässigen  Bereiches  zu  finden, 
hat  man,  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  die  Wurzeln  der  Glei- 
chungen 

und 

XU  berechnen.    Da  a  —  0  ist^  so  ist  einfach 

Z{X)  =  {K-\-K')X  +  hX', 

M{/i)  ==  {K  -  K')  n  +  h  fi* 
oder 

Z{i.)  =  [£+ir)l-{^K+£''jX', 

Mi,,)  =  (Z -  Z>  -  (i- Z  +  Z')m«. 
Es  ist  also 


«• 

_  2  (iT  +  ZO 

^t 

~  K  +  ZK' 

»•l 

=  0 

/) 

_  2(jr-ir) 

cl 

~  K+  2iP 

?,  =  o. 
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Man  hat  somit  nach  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Paragraphen 

ri  >  c  >  r, 

und  wir  befinden  uns  in  dem  FaUe  Iby  m  %  2. 

Wir  finden  nun  für  X 
und  fjL  folgende  Ghrenzen 


2(ir-f  JT) 
K+2K' 

0 


1 


-1 


C 


Die  Bewegung  ist  eine 
Ldbrationsbewegung.  Für 
jEt  =  0  erhält  man  die  T- 
Achse  ÄOB.    Die  Ellipse 


hat    angenähert    die    halbe 
grosse  Achse  gleich  2,  weil 

die  Masse  K'  klein  ist  Die  Bewegung  geht  innerhalb  des  Gebietes 
ABC  vor  sich,  das  von  der  Bahncurre  überall  dicht  erftlllt  wird. 
Es  ist  bemerkenswerth,  dass  für  jeden  Werth  von  K'  die  eine  Be- 
grenzung des  zulässigen  Gebietes  immer  von  der  T-Achse  gebildet 
wird. 

Gehen  wir  nun  zum  zweiten  Fall  über,  dass  nämlich  der  kleine 
Körper  sehr  nahe  am  Planeten  K'  senkrecht  zur  Linie  K'  K 
fortgeschleudert  wird.  Nehmen  wir  nun  an,  daas  der  Körper  eine 
solche  Anfangsgeschwindigkeit  besitzt,  dass  er,  wenn  die  An- 
ziehung der  Sonne  vernachlässigt  werden  könnte,  sich  in  einem 
Kreis  um  K'  bewegen  würde,  so  hat  man 


also 
(9) 


yo'*  = 


K' 


Ä=  - 


2- a 


2a' 


wo  nun  a  eine  kleine  Quantii&t  bezeichnet 

Chabuxr,  Medianik  des  Himmeli.  L 


11 


i 
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Bewegt  sich  der  Körper  um  K  oder  um  JT'?  um  dies  za  ent- 
scheiden, müssen  wir  die  Wurzeln  r^,  r,,  q^,  q^  berechnen.  Es  ist 
nun 

M{1  -a)  =  (Z-ir'){l  -a)  +  Ä{l-fl)*  +  a  =  0, 
so  dass,  wenn  M{1  —  ä)  von  M{p)  subtrahirt  wird, 

3f(M)  =  (Z-  ÜT'  +  AOi  +  1  -  a))  (iti  -  (1  -  ä)). 

Für  die  eine  Hyperbel,  welche  das  Gebiet  begrenzt,  innerhalb 
dessen  der  Körper  sich  bewegen  kann,  ist  die  halbe  grosse  Achse 
gleich  1  —  a .  Ist  nun  die  andere  Hyperbel  näher  an  K  gelegen, 
so  muss  sich  der  Körper  um  f  bewegen,  sonst  um  K.  Die  Be- 
dingung dafür,  dass  der  Körper  ein  Satellit  um  K'  wird,  ist  also 

oder,  wenn  man  den  Werth  von  h  einsetzt, 

Für  den  Brdmond  ist 

K  =  820  000  r 
200  a  =  1 , 

und  man  findet  somit,  dass  hier 

K_  K 


2  -  a 


ist,  und  folglich  wird  ein  Körper,  der  unter  den  gesagten  Be- 
dingungen im  Abstände  des  Mondes  sich  befände,  sich  um  die 
Sonne  und  nicht  um  die  Erde  bewegen,  wenn  beide  stillstehend  be- 
trachtet werden.  Dies  gilt  auch,  wenn  man  statt  der  siderischen 
Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  sich  der  synodischen  bedient. 
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Es  kommt  dies  beim  ersten  Anblick  etwas  befremdend  vor. 
Man  hätte  yielleicht  erwartet,  dass  doch  der  Körper  sich  um  die 
Erde  bewegen  würde.  Bei  näherem  Nachdenken  findet  man  jedoch, 
dass  das  Resultat  nicht  anders  sein  kann^  da  man  nämlich  hier  die 
AttraeUon  der  Sonne  auf  die  Erde  versäumt  hat.  Die  directe  Anziehung 
der  Sonne  auf  den  Mond  ist  in  der  That  fast  doppelt  so  gross  wie 
die  directe  Anziehung  der  Erde  auf  denselben  Körper.  Die  Un- 
gleichheit (10)  mag  einfach  so  ausgesprochen  werden^  dass  der 
Körper  sich  um  die  Sonne  bewegt,  wenn  der  doppelte  Werth  der 
Anziehung  der  Sonne  grösser  als  die  Anziehung  des  Planeten  ist 

Man  würde  also  für  unseren  EIrdmond  die  Attraction  von  zwei 
festen  Centren   nicht  als  eine  erste  Annäherung  benutzen  können. 

Würde  man  statt  dessen  z.  B.  den  inneren  Marsmond  Phobos 
wählen^  so  würde  man  finden,  dass  die  Anziehung  des  Mars  auf 
Phobos  200  mal  grösser  als  die  Anziehung  der  Sonne  auf  diesen 
Satelliten  ist  Für  den  Heptunstrabanten  ist  die  Anziehung  des 
Uauptplaneten  mehr  als  das  8000  ÜEtche  der  directen  Anziehung  der 
Sonne.  In  diesen  Fällen  könnte  man  also  in  der  ersten  Annäherung 
die  Sonne  als  stillstehend  betrachten. 
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VIERTER  ABSCHNITT 


DAS  PROBLEM  DER  ZWEI  KÖRPER 


§  I.    Allgemeine  Betrachtungen. 

Wird  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  eine  Masse 
(nij)  gelegt,  und  bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  der 
anderen  Masse  (1/4)  in  diesem  Coordinatensystem,  so  ist 


(1) 


(P%        fix 


=  0, 


=  0, 


wo 


und  k*  die  Einheitskraft  bezeichnet 

Aus  diesen  Differentialgleichungen  erhält  man  unmittelbar  die 
folgenden  Integrale,  nämlich: 


(2) 


c-f)"+(if+c-r-¥+^*.' 


_  i 


das  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  nennt,  und 


(3) 


dx         dy 


dx 


dx 


^  dt       'dt  "  ^«' 

dy  dx  _ 

'dt^^di"^^' 


welche  die  Flächenintegrale  genannt  werden. 
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Werden  diese  Integrale  mit  x,  y,  z  bez.  multiplizirt  und  die 
Resultate  addirt,  so  erhält  man 

(4)  Cjor  +  c^y +  c,z  =  0, 

die  Gleichung  einer  Ebene.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  somit,  dass 
die  Bewegung  in  einer  festen  Ebene  vor  sich  geht 

Bezeichnen  wir  mit  cc,  ß  und  y  die  Winkel,  welche  die  Normale 
dieser  Ebene  mit  den  Coordinatenachsen  bilden,  so  kann  man  die 
Gleichung  der  Ebene  auch  in  der  Form 

xcoBa  +  ycosß  +  zcosy  =  0 
schreiben,  und  es  ist  also 

cosa  cosp         cosy         r    1     •     z  8 

Ist  t  die  Neigung  der  Bahnebene  gegen  die  X  F-Ebene,  ii  der 

Winkel,  den  der  au&teigende 
Knoten  der  Bahnebene  auf  der 
XF-Ebene  mit  der  X«  Achse 
bildet»  so  findet  man  unmittel- 
bar, dass 

coQa=^  sintsinJß, 
cos/9  «  —  sin t cos ß, 
cosy  =      cost, 


also 


(5) 


Cj  B      csin  tsin  Jß, 
Cj  =  —  c  sin  I  cos  ii  y 


Fig.  U. 


V      ^3 


Cj,  =s        c*COSt, 


WO  gesetzt  ist 


Werden  die  Coordinatenachsen  gedreht,  so  ändern  sich  t  und  ii, 
also  auch  Cj,  c,  und  c,,  wogegen  c  unverändert  bleibt. 
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Die  Form  der  Bahnciure  wird  von  den  Werihen  der  Integra^ 
tionsconstanten  c  und  h  bestimmt  Man  erhält  in  der  That  folgende 
vier  Formen: 

1)  c  =  0,  geradlinige  Bewegung, 

2)  Aj  negativ,  elliptische  Bewegung, 

3)  h^  gleich  Null,  parabolische  Bewegung, 

4)  Aj  positiv,  hyperbolische  Bewegung, 

welche  Fälle  wir  nach  einander  untersuchen  wollen.  Wir  werden 
dabei  die  HAMiLTON-jAGOBi'sche  Differentialgleichung  zum  Ausgangs- 
punkt der  Integration  wählen,  weil  man  hierdurch  zu  näherem  An- 
schluss  an  das  Problem  der  drei  Körper  kommt 


§  2.    Integration  der  HAMiLTON-jACOBi'schen  Differentialgleichung 

f&r  das  Zwei-Körperproblen. 

In  I  §  9  wurde  schon  gezeigt,  dass  die  HAMiLTON-JAOOBi'sche 
Differentialgleichung  ftbr  die  Polarcoordinaten  im  Zwei-Körperproblem 
die  folgende  ist: 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  Gleichung  durch  Separa- 
tion der  Variabeln  integrirt  werden  kann.  Man  kann  hier  das 
Theorem  von  StIckel  zur  Anwendung  bringen.  In  der  That,  wenn 
man  setzt 


Vn  =■ 

1, 

Vn^      0, 

9^31  =  0, 

(2) 

Vit  =- 

1 

Vtt=      1 » 

Vzt^Of 

9^18  = 

0, 

''w-      coß«9' 

fl^ss  =  1 » 

so  hat  man 

J  = 

Vij 

=  1       (^>=1,2 

,  3), 

und  es  ist 

1       ÖJ    _   j 

1 

1 

""    Hcos'qp 

170 


Dm  Problem  der  zwei  Körper. 


Die  Coefficienten  der  partiellen  Differentialquotienten  der  linken 
Seite  von  (1)  sind  also  von  deijenigen  Form,  die  f&r  die  Anwendung 
des  Theorems  von  Stäckel  erforderlich  ist^  und  man  hat  weiter 


(3) 


_  f* 


^^1  =  -'       V^2==0.       V's^O- 


Wir  können  also  unmittelbar  nach  den  Formeln  n  (19)  das 
Problem  auf  Quadratur  zurückftihren.  Die  entsprechenden  Glei- 
chungen werden 


(4) 


dt^ 


(O 


(4**) 


0  =  - 


0  =  - 


dr 

j/V  H-  «^  - 

2a, 

dr 

"l/V 

-  +  2«i 
d  9 

2  a, 

d^ 


cos' 9 


1/2«.  -  -^ 

y  cos"  ff 


+ 


de 


wo  h^^  Uy  Die  intermediären  Integrale  werden  erhalten,  indem 
man  diese  Gleichungen  nach  dr,  dtp  und  dd  auflöst  und  man  be- 
kommt dann: 


(5) 


.2 


-  =  1/ 

dt     y 


^  +  2«,-'-*' 


dfp 
~dt 


dß 


2       cos*  9 


r«co8>J|  =  y¥^3rf^ 


Man  kann  bei  der  Discussion  der  Bewegung  entweder  von  (4) 
oder  (5)  ausgehen,  je  nachdem  man  die  in  §  3  oder  §  2  des  zweiten 
Abschnittes  enthaltenen  Sätze  benutzen  will.  Aus  (4)  ist  ersichtlich, 
dass  wir  hier  vor  einem  Beispiel  bedingt  periodischer  Bewegungen 
stehen,  und  ich  werde  in  einem  anderen  Paragraphen  die  Sätze,  die 
hieraus  für  das  Zwei-Eörperproblem  folgen,  ableiten. 
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Aus  der  letzten  Gleichung  (5)  folgt,  dass  a^  posith  sein  muss, 
weil  sonst  dd  imaginär  wird,  und  aus  der  zweiten  Gleichung  geht 
dann  hervor,  dass  auch  a^  posüw  sein  muss.    Wir  setzen  also 


(6) 


I 


2«,  =  Ä,S 


wo  A,  und  A,  reelle  Grössen  bezeichnen,  welche  auch  gleich  Null 
sein  können. 

Führen  wir  nun  diese  Grössen  in  (4)  ein  und  integriren,  so  er- 
halten wir  nach  der  Integration  folgende  Gleichungen 


(7) 


H,  +  t  = 


dr 


r  r* 


H. 


IL 


r  dq> 

=  Ö-A.  /c   ^     / kir' 

»/        ^y  ^      cos' 9 


2*1- 


K\ 


wo  nun  H^y  H^,  H^  drei  neue  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Die  Gonstante  a^  fällt  nach  11  §  1  mit  der  Constante  A^  der  leben- 
digen Kraft  zusammen. 

Die  Gleichungen  (7)  enthalten  die  vollständigen  Integrale  mit 
der  erforderlichen  Zahl  von  6  Integrationsconstanten. 

Bevor  wir  nun  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  Coordinaten  r, 
(p  und  d  als  Functionen  der  Zeit  ausdrücken,  wollen  wir  die 
Form  der  Bahncurve  f&r  verschiedene  Werthe  der  Integrations- 
constanten discutiren.  Da  wir  schon  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
funden haben,  dass  die  Bahn  in  einer  Ebene  liegt,  so  genügt  es,  um 
die  Form  der  Bahn  kennen  zu  lernen,  den  Abstand  (r)  zwischen  den 
beiden  Körpern  als  Function  von  der  Zeit  zu  finden.  Dies  geschieht 
aber  mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  (7),  die  wir  also  nun  unter- 
suchen wollen. 

Aus    der    zweiten   Gleichung  (5)    geht  hervor,   dass   man   ftbr 
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a^^O  auch  ci^^O  haben  muss,  und  man  erhält  somit  f&r  o,  »  0 
das  Resultat^  dass  sowohl  (p  wie  d  constant  sein  müssen,  so  dass 
der  Körper  sich  auf  einer  geraden  LiniCi  dem  Badius  Vector, 
bewegt.  Der  vom  Radius  Vector  in  der  Zeiteinheit  überstrichene 
Flächenraum  ist  dann  offenbar  gleich  Null,  und  wir  sehen  also,  dass 
der  Fall  A,  =  0  (oder  a^^O)  und  c  =  0  einander  entsprechen. 


§  3.    Geradiinige  Bewegung,    c  «  o. 

Nach  §  2  des  zweiten  Abschnitts  wissen  wir,  dass  die  Aende- 
rungen  der  durch  die  Differentialgleichung 

bestimmten  ^^mechanischen"  Grösse  r  von  den  Werthen  der  Wurzeln 
der  Gleichung 

(2)  t/;  =  0 

bedingt  sind.  Diese  Wurzeln  können  nicht  imaginär  sein.  Wenn 
dies  nämlich  der  Fall  wäre,  so  könnte  rff(r)  für  reelle  Werthe  von  r 
nicht  das  Zeichen  wechseln.  Nun  ist  aber  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  r  %f)[r)  noth wendig  negativ,  also  müsste,  wenn  die 
Wurzeln  imaginär  wären,  %f)(r)  negativ  sein,  was  unmöglich  ist 
Die  Wurzeln  können  also  nicht  imaginär  sein. 

Für  c  =  0  (also  auch  A,  =  0)  kann  die  Gleichung  t//  =  0  nicht 
mehr  als  eine  Wurzel  haben.  Diesen  Fall  woUen  wir  nun  unter- 
suchen; wir  wissen  schon,  dass  die  Bewegung  dann  auf  dem  Badius 
Vector  vor  sich  geht    Es  ist 

Ist  nun  erstens  h^  postäv,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  für 
keinen  reellen  (positiven)  Werth  von  r.  Hieraus  folgt,  dass  in 
diesem  Falle  r  immer   wächst   oder  immer   abnimmt     Die   beiden 
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Körper  entfernen  sich  entweder  von  einander  in's  Unendliche  oder 
stoeeen  zuletzt  mit  einander  zusammen. 

Ist  zweitens  h^  negathj  so  setzen  wir 

(3)  K  —  A 

so  dass 

[äi)   ^—r 

Nach   der  in  11  §  2    entwickelten  Methode  ftkhren  wir   eine 
Hil&yeränderliche  w  durch  die  Gleichung 

ein,  so  dass  nun 

WO  ß  eine  noch  unbestimmte  positive  Gonstante  bezeichnet 

Aus  (5)  folgt,  dass  w  mit  t  immer  wächst    Die  Gleichung  (4) 
giebt 

(6)  -f-??- 


Setzt  man  also 


M 


oder 

(7)  /?  = 

80  wird 


f       iß 

r 


2^ 


(8)  r-^(l-u,«). 
Dieser  Werth,  in  (5)  eingesetzt,  giebt 

(9)  VI  ^w^dw^  -^dt, 

und  man  bekommt  also  nach  der  Integration 

(10)  117 yi  -tr«  +arc8intt7=  ^^^  '  (^  -  ^)- 
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Die  Gleichungen  (8)  and  (10)  enthalten  die  Lösung  des  Pro- 
blems. EHir  t  <tQ  ist  w  negativ  und  wächst  dann,  bis  man  f&r 
t=^  t^   den  Werth  to  =  0  erhält.     Der  Abstand  r  hat  dann  seinen 

Maximalwerth  |  s  -^j .    Nachher  fängt  r  an  abzunehmen,  bis  zuletzt 

nach  einer  endlichen  Zeit  die  beiden  Körper  zusammenstossen.    Dies 
geschieht  zu  der  Zeit 

Zur  Berechnung  des  Werthes  von  r  zu  einer  beliebigen  Zeit 
muss  die  Gleichung  (10)  nach  w  aufgelöst  werden.  Da  diese  Glei- 
chung transcendenter  Natur  ist^  so  ist  diese  Berechnung  nur  durch 
Beihenentwickelungen  oder  andere  Annäherungsmethoden  ausführ- 
bar. Wenn  der  Abstand  zwischen  den  Körpern  klein  ist,  so  kann 
man  sich  einer  Entwickelung  nach  gebrochenen  Potenzen  der  Zeit 
bedienen,  die  ich  jetzt  ableiten  will 

Aus  (1)  folgt  durch  Differentiation 

^     '  di*  r* 

Stossen  die  Körper  zur  Zeit  ^  =  0  zusammeui  so  wollen  wir 
eine  Beihenentwickelung  von  r  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  suchen. 

Statt  r  f&hren  wir  eine  neue  Veränderliche  q  ein  durch  die 
Gleichung 


(13) 

»•  =  }7*e> 

und  erhalten  dann 

(14) 

dt*  ~      f*' 

Setzen  wir  nun 

(15) 

Q  =  Yt», 

80  erhalten  wir 

dt  -^y^     y 

mm 

-r^  =  m{m-l)rt'-^. 
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Der   Werth  (15)   ftlr    q    befriedigt    offenbar   die   Differential- 
gleichong  (14),  wenn  m  und  y  so  gewählt  werden,  dass 


(16) 


i 


2-Yii»2m, 
m{m^  l)p^«  ==  —  1 , 
welche  Gleichungen  geben 


(16*) 


m 


2 


y  = 


E^  ist  also 


(17) 


-v~>- 


ein  particulares  Integral  von  (15).  Dasselbe  enthält  indessen  keine 
Integrationsconstante.  Wir  suchen  nun  ein  allgemeineres  Integral, 
indem  wir  f&r  (>  die  Form 

(18)  (>  =  r  +  «,  r*  +  a,  r'  +  .  .  . 

annehmen. 

Hieraus  bekommt  man 


^-(l  +  2«,r  +  3«,r»  +  ...)^. 
^.(2«.  +  6«,r+...)(4i)' 


+  (l  +  2a,r +  3a3r*  +  ...) 


7? 


Es  ist  aber  nach  (17) 


m- 


so  dass  wir  erhalten 


^ :i  +  ^  +  9«,  +  20«,T  + 


176  Das  Problem  der  xwei  Körper. 

Weiter  ist  nach  (18) 

()«  =  r»  +  2a,r»  +  (a,»  +  2a,) r*  +  . . ., 
und  hieraus 

^  =  :^  -  ^  +  8a,*  -  2a,  -  (4«,»  -  6a,a,  +  2ajr  +  . . . 

Wir  erhalten  somit  aus  (14)  die  folgenden  Bedingongsgleichungen 

-1=-1, 
2  tf,  ^      2  a,  y 
9«,  =- 3a,*  +  2a,, 
20«^  =s      4a,*  —  6a,  a,  +  2a^ , 


Hieraas  ergiebt  sich 

a,  willkürlich  I 


3      % 


23      . 
«4=       53«,, 


Für  den  Badius  Vector  erhalten  wir  nun  endlich  nach  (13) 

(19)  r  =  V^[r  +  a,r*-|a,*r»  +  ga,»r*-... 

Wenn  wir  von  der  Gleichung  (2)  ausgegangen  wären,  statt  von 
(12),  so  wäre  die  Constante  h^  in  der  Reihe  ftbr  r  yorgekommen. 
Es  muss  also  eine  Relation  zwischen  h^  und  a,  bestehen,  um 
diese  zu  bestimmen,  setzen  wir  (18)  in  (2)  ein  und  bekommen 
dann 

(20)  Ai  =  5ju'/«a,. 
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Die  Entwickelang  von  r,  wenn  ein  ZosammenstOBS  stattfindet, 
i8ty  soviel  ich  weiss,  zuerst  von  Bübbau  gegeben  A.  N.  Bd.  136. 
Dieselbe  ist  bei  gewissen  üiitersnchungen  über  periodische  Bahnen 
von  Nutzen. 

§  4.    Elliptische  Bewegung.    \  negativ. 

Ist  in  der  Gleichung 

(1)  r^'^(r)  =  2/tir  +  2Ai  r*  -  A,«  =  0 

A,  von  Null  verschieden  und  h^  negativ  (=s  — /^,  so  müssen  beide 
Wurzeln  reeU  und  positiv  sein.  Wir  haben  nämlich  bewiesen,  dass 
sie  nicht  imaginär  sein  können,  und  da  t^(0)  und  t//(oo)  beide 
negativ  sind,  so  müssen  beide  Wurzeln  positiv  sein.  Nennen  wir 
die  Wurzeln  r^  und  r,  {r^  >  r,),  so  ist  also 

(2)  rXr)  =  2/-(ri-r)(r-r,). 
Hieraus  folgt,  dass  die  Ungleichheit 

(8)  r^^^^r^ 

immer  erfüllt  sein  muss. 

Nach  den  in  II  §  2  entwickelten  Principien  f&hren  wir  nun 
eine  Hilüsgrösse  w  durch  die  Formel 

ein.    Wir  wählen  hier  ß  so,  dass 

(4)  ß  =  2/-, 

und  haben  abo  die  Gleichungen 


w  (47-)-^-,. 


"  r«  ""     r« 
Charubb,  Mechanik  de«  HimmelB.  I.  12 
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Die  Grösse  w  wächst  stetig  mit  t^  und  r  schwankt  periodisch 
zwischen  den  Grenzen  r^  und  r,.    Aus  (5)  folgt 

(7)  r  =  riSin*-tr+  r^cos*-«?. 

Bekanntlich  ist  die  Bahncurve  eine  Ellipse,  um  dies  zu  be- 
weisen, müssten  wir  auch  die  Gleichung  für  ^  und  d  in  Betracht 
nehmen.  Da  wir  schon  bewiesen  haben,  dass  die  Bahncurve  eine 
ebene  Gurre  ist,  so  können  wir  f&r  einen  Augenblick  die  X  Z-Ebene 
so  wählen,  dass  dieselbe  mit  der  Bahnebene  zusammenfällt  Man 
hat  dann  9)  =  0,  und  man  braucht  nur  die  letzte  Gleichung  §  2  (5), 
welche  nun  lautet 

(8)  >•'!?  =  *.• 

Andererseits  ist 

dr 


(9)  '•ä7  =  V2|tir-2/-r*-V> 
und  durch  Division  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen 

(10)  — ^A^ — =^dd. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  kann  durch  geeignete  Bestim- 
mung der  Gonstanten  p  und  e  in  der  Form 

geschrieben  werden,    wo   n   eine   Integrationsconstante   bezeichnet; 
es  ist  dies  die  Polargleichung  einer  Ellipse. 

Die  Grösse  r  hat  einen  Maximalwerth  gleich  r^  und  einen 
Minimalwerth  gleich  r,.  Setzen  wir  nun,  um  die  gewöhnlichen  Be- 
zeichnungen einzuführen, 

(12)  ri=a(l+e),       r3  =  a(l-.^), 

so  erhalten  wir  aus  (7) 

(13)  r  =  a(l  —  ecostr). 
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Die   Hilfsgrösse  w    wird    in   der  Astronomie    die   excentrieehe 
Anomalie  genannt. 

Aus  (6)  erhalten  wir  weiter 

rdw^'ßfdt, 

und    also    nach    der    Integration,    indem    wir    den    Ansdmck  (13) 
einsetzen, 


(14) 


w  —  e  sin  w 


eine  Gleichung,  die  gewöhnlich  die  KEPLBB'sche  Gleichung  genannt 
wird.  Aus  (14)  erhalten  wir  w  als  Function  von  tj  aus  (13)  wird 
der  entsprechende  Werth  von  r  berechnet 

Die  Grössen  a  und  e  lassen  sich  leicht  durch  die  Integrations- 
constanten  h^  und  g  ausdrücken. 

Man  hat  nämlich  nach  (1) 


*.* 


^l'"«==2r 


Nach  (12)  folgt  hieraus 


(15) 


oder 


(15*) 


2?' 


a'(l-0  =  ^. 


f-^ 


2l' 


darch  welche  Formeln  A,  and  f  durch  die  „elliptischen  Elemente" 
ausgedrückt  werden. 

Die  Länge  einer  Periode  wird  nach  11  §  2  (16*) 


(16*) 


J^il^r-ifr^-h*  J  y/if 


12' 
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oder,  wenn  der  Werth  (18)  für  r  eingeführt  wird, 

2na 


(16)  2^  = 


V2~f 


Der  Quotient  2n:2T  wird  die  mittlere  Bewegung  —  n  —  des 
Planeten  genannt,  und  ihr  Ausdruck  ist  somit 

so  dass  die  Formel  (14)  lautet 

(18)  «7  —  «  sin  tö  =  n  (^  —  ^^) . 

Wir  werden  nun  auch  die  Constanten  A,,  H^^  H^,  H^  §  2  (7) 
durch  die  gewöhnlichen  elliptischen  Elemente  ausdrücken.  Es  ist 
nach  §  2  (5) 

wo  ff  den  Winkel  bezeichnet,  den  der  Radius  vector  mit  der  XY- 
Ebene  bildet  Die  Maximal-  und  Minimalwerthe  von  (f  sind  also 
durch  die  Formel 

C0S9)=±^ 

bestimmt^  und  da  tp  höchstens  gleich  der  Neigung  i  der  Bahnebene 
gegen  die  ZT-Ebene  sein  kann,  so  ist  somit 


(20)  A3  =  A,  cos  I  =  y/tia(l— e*)cos  1 . 

Zur  Bestimmung  von  H^ ,  H^  und  JV,  in  §  2  (7)  müssen  wir 
bestimmte  Werthe  f&r  die  eine  Integrationsgrenze  der  Integrale 
annehmen.     Wir  können  sie  beliebig  wählen  und  setzen 


(21*)  H^  +  t^   ''  "^"^ 


^''-^2A..^ 
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(21'*)  U^  =  h,        '"        ^'^  '-    C  ***■ 


(21'**) 


/cos«g)l/v--^ 
J        ^y  ^       008*9 


Wenn  r  =  r ^   ist,    so   befindet  sich  der  Planet  im  Perihelium. 
Aas  (21*)  erhalten  wir  somit 

—  ifj  =  ^^  =    Z«^  für   den  Durchgang    des   Planeten 
durch  das  Perihelmm. 

Setzt  man  auch  in  (^\**)  r  ^  r^,  so  verschwindet  das  letzte 
Integral,  und  man  erhält 

J     V  008*9  *^     V  COB*<p 

0 

WO  (p^  die  Breite  des  Planeten 
bei  seinem  Durchgang  durch 
dasPerihelium  bezeichnet  Setzt 
man 

(22)       sin  (p  =  sin  t  sin  ti , 

Fig.  15. 
80  ist  die  geometrische  Bedeu- 
tung des  Winkels  u  durch   nebenstehende  Figur   ersichtlich.     Man 

hat  nun 

d<p 


du  = 


C08*9 

und  es  ist  somit 


i/- 


coa'« 


H^  =s  u„  =  Winkelahstand  des  Perihelhims  vom  auf- 
steigenden Knoten  der  Bahnebene  auf  der  XY" 
Ebene, 
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Setzt  man  endUch  in  (21***)  9?  ==  0,  so  erhält  man 
H^=i  Oq^  Länge  des  aufsteigenden  Knotens. 

Bezeichnen  wir  also  mit  Q  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
des  Planeten,  mit  n  die  Perihellänge,  welche  in  der  gewöhnlichen 
Weise  gerechnet  wird,  also  von  der  X-Achse  znm  Knoten  und  dann 
in  der  Bahnebene  vom  Knoten  bis  zum  Perihelinm,  so  erhalten 
wir  somit  folgende  Zusammenstellung  der  Werthe  der  Integrations- 
constanten  durch  die  gewöhnlichen  elliptischen  Elemente  ausgedrückt 


(28) 


Ai=— ^,        Aj  =  yiua(l-^»),      ^8=  yiua(l-^*)co8t, 


Die  Constanten  h^,  h^,  \,  H^,  H^,  H^  werden  die  canonischen 
Elemente  des  Planeten  genannt. 

Die  Ausdrücke  der  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  werden 
in  einem  folgenden  Paragraphen  gegeben  werden. 

Obgleich  die  Coordinaten  r,  <p  und  d  nur  mit  Hilfe  von 
Beihenentwickelungen  sich  durch  die  Zeit  ausdrücken  lassen,  so 
kann  man  sie  als  geschlossene  trigonometrische  Functionen  der 
Hilfsveränderlichen  w  —  der  excentrischen  Anomalie  —  ausdrücken. 
Wir  haben  nämlich  nach  §  2  (5) 


cos*  % 


oder 


dt  ^y  cos'gp 


oder 


1/ 


C08«f  r«  y2f  \r 

cos'gp 


d<p  __  y  1  —  «•  d  IT 

(24)  /        ^^8*7   ~  1  -  «costr  * 

y  cos"  gp 

und  wenn  die  Integrationen  ausgeführt  werden: 

(25)  arcsin?^^  =  2  arctg    ^/T^^1^^   +  ^i> 
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WO   die  Constante  H^    mit  der  in   (21*^  eingeführten   ebenso   be- 
zeichneten Integrationsconstante  identisch  sein  muss. 

Hieraus  erhält  man 


Bin 
sin 


^  =  sin2arctg  [|/T±Itgl«,]  cos^.  + 

+  cos2arctg  fl/J-^tgyto   sinÄ,. 
Nun  ist  aber 

sin  2  arctgx  =  ,—— r » 

COS  2  arctff  x  =  ^ ^ , 

und  es  wird  also,  nach  einigen  Reductionen, 

fno\  sia  V         Vi  — «•  sin  IT  TT     .      cos  IT  — «     .     TW 

(26)  -^-^  =  ^^i cos  Ä  + sin  Ä, . 

^     '  sin  f  1  —  « cos  IT  ■        1  —  c  cos  IT  ■ 

Wir  bemerken,  dass  aus  diesem  Ausdruck  folgt 

(27)  r  sin 9?  =  a sin  i [yi— e* sin  w cos Ä,  +  (cos tu  —  ^) sin Ä,] . 

Die  Grösse  r  sin  97  bedeutet  die  ^C)oordinate  des  Planeten, 
welche  abo  durch  die  obige  einfache  Formel  durch  w  ausgedrückt 
wird. 

Nun  ist  endlich  nach  (21***) 


I  cos*  91/  1 jT- 

J         ^|/'  cos"  9 


oder,  wenn  die  Hilfsgrösse  u  eingeführt  wird. 


u 
n  TT    _     r_COBidu__ 

^"^  ^3  -  J  l-sm>fsm>tt 


oder 

(28)  Ö  -  A3  =  arctg  [cos  i  tg  u] . 
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Führt  man  hier  wieder  (p  ein,  so  erhält  man  endlich 


(29) 


tg(g-Ä3)=    7*'^^, 

Y  8in   »  —  sin"  q> 


WO  wir  nan  den  Ausdruck  (27)  für  sin  9)  einzuführen  haben. 
Aus  (29)  werden  noch  die  folgenden  Formeln  abgeleitet 


sin(Ö  —  A3)  =  cotgttgqp, 


(29*) 


cos  (Ö  -  A3)  = 


ysin"  %  —  sin*  9 


sin  »cos  9 


Aus  (25)  folgt,  dass 


oder 


und  also 


1/1 -»-!-«<«  {2  »««r|v4?f««H+^i 

Vl-£^=^^«2arctg[|/^tg|t.]cos^3^ 

-- sin  2  arctg  ||/i^  tg  y  J  sin  ir, , 


/QA\        ,  Ai        sin'op  cos  w  —  e  rr         Vi  —  «■  sin  tr    .     ^ 

(30)      1/  1  —  ^-r^  =  , cosÄ,  —  -^^ sinÄ  . 

y  sin*  t         1  —  « cos  tr  *         1  —  « cos  ir  ' 

Mittelst    dieses    Ausdruckes    und    (27)    erhalten     wir    (wenn 
H^  =ii,  H^  =  n  —  ii  gesetzt  werden) 


r  cos  (p  cos  (ö  —  fl)  =  a         [(cos  w  —  e)  cos  (w  —  fl)  — 


(81) 


—  yi  —  ^*  sin  tu  sin  (w  —  fl)] , 


r  cos  qp  sin  (ö  —  fl)  =  a  cos  i  []/ 1  --  e^  sin  ti?  cos  (;r  —  ß)  + 

+  (cos  tu  —  e)  sin  (w  —  fl)] , 


rsm^? 


=  a  sini[yi  —  e*  sin  tr  cos  (;r  —  fl)  + 

+  (cos  tu  —  tf )  sin  {n  —  fl)] . 


Die   linken  Seiten   dieser   Ausdrücke    sind    die   rechtwinkligen 
Coordinaten   (|,   rj,   J)    des   Planeten    auf    ein    Coordinatensystem 
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bezogen,  dessen  X-Achse  durch  den  Knoten  geht,  dessen  7- Achse 
in  der  alten  XF-Ebene  liegt  und  dessen  ^Achse  mit  der  alten 
^Achse  zusammenfällt  Diese  Coordinaten  sind  also  lineare  Func- 
tionen von  C0SU7  imd  sinti^.  Die  Coordinaten,  auf  ein  beliebiges 
Coordinatensystem  bezogen,  werden  dann  auch  lineare  Functionen 
derselben  Grössen. 


§  5.    Parabolische  Bewegung.    A^  gleich  Null. 

Ist  Aj  ==  0 ,  so  ist 

und  setzen  wir  nun 
SO  wird 

Aus  (2)   folgt,   dass   r   einen  Minimalwerth  ^  =  ^   I^t,   von 

welchem  aus  r  in's  unendliche  wächst    Nennen  wir  den  Perihel- 
abstand  des  Planeten  q,  so  ist  also 

imd  man  hat 


2Vr 


Bestimmen  wir  femer  ß  in  der  Weise,  dass 

womit  also 

80  bekommt  man 

(6)  r  =  y(H-tr»). 
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Die  Relation  zwischen  w  und  t  wird  nach  (S) 

rdw=^^~ßdt, 

oder  wenn  man  den  Werth  von  r  nach  (6)  einf&hrt  und  integrirt. 


1 


=  i^(.-t 


oder 

(7)  «,  +  !«,.= -^(,_g, 

WO  t^  die  Zeit  für  den  Durchgang  des  Planeten  durch  das  Perihelium 
bezeichnet. 

Durch   (6)   und    (7)    ist    der  Badiusvector    als   Function    der 
Zeit  gegeben. 

Die  Goordinaten  r,  (p,  6  lassen   sich   als   geschlossene  Func- 
tionen der  Hilfisgrösse  w  ausdrücken. 

Führt  man  nämlich  in  den  Formeln 

(8)  a,-h,  f  ,   '"       -k,  f    ,'' 

0  q 

(8*)  H,  =  d^h,  f /^ 

I  coßV  1/  V  -  -^ 

0 

statt  (p  die  Hilfsgrösse  u  imd  statt  r  die  Grösse  w  ein,  wo 

sin^  =  sin  1  sinn, 
so  erhält  man  aus  (8) 

(9)  t«  =  if, +  2arctgto, 

und  hieraus  bekommt  man  nach  einiger  Rechnimg 

(10)  -^  =  :— — |C0sJ5L  +  — -— jSmÄ, . 

^     '  am »        1  +  «r  '        1  +  tr' 


§  5,     Parabolische  Betoegtmg.     /^  gleite  NüU.  187 

Es  ist  auch 

co9a  =  l/n^ 


und  demnach 


/1t\  »/l  sin"«  1    —    IT*  ri  2»  .         yy 

Für  die  Länge  6  des  Planeten  bekommt  man  nach  (8*)  den 
Werth 

'       J  1  —  Sin"  f  sin'  u 

0 

oder 

ö  =  iTj  +  arctg  (cos  i  tg  «) 
oder 

tg(Ö-  J33)  =  C08ltgtl. 

Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass 


(12) 


co8(Ö  -  H.)  =  '^'^ =  y- 5?^ 

y  1  —  sin*  %  sin*  t«  cos  9 

.  sinop 
'    /n        TT\  COS»  sin  tf  sin» 

8in(ö  -  Jy,)  =    ■         .  ..  .  ,^  = • 

y  1  —  sm'  f  sm'  2»  cos  ^ 


Nach  Einsetzen  der  Werthe  (10)  und  (11)  erhalten  wir  somit, 
wenn  wir  Sl  und  n  —  Q  statt  H^  und  H^  einführen 


(13) 


r  cos  9)  cos  (ö  —  ß)  =  y  [(1  —  u?*)  cos  (w  —  fl)  —  2  u?  sin  («  —  fl)] 
r  cos  qp  sin  (ö  —  fl)  =  y  cost  [2u7COs(^  —  fl)  +  (1  —  U7')8in(^  —  fl)] 
rsin^?  =  y8ini[2tt7COs(^  — JQ)+(1— U7')sin(w  — fl)]. 


Werden  also  die  Coordinaten  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  bezogen,  dessen  X-Achse  durch  den  aufsteigenden  Elnoten 
der  Bahnebene  geht,  so  werden  die  Coordinaten  durch  (18)  als  ra- 
tionale Functionen  zweiten  Grades  in  w  ausgedrückt.  Die  Coordi- 
naten, auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  bezogen,  werden  also 
auch  rationale  Functionen  zweiten  Grades  in  w. 
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Wenn  man  die  Xl^- Ebene  in  die  Bahnebene  legt,  so  wird  0 
die  Länffe  m  der  Bahn  (v).  Man  kann  den  Ausdruck  fibr  dieselbe 
aas  (13)  erhalten,  indem  man  annimmt,  dass  n  =  i2  ist   Man  erhält 

dann 

rco8(i;  —  ;r)  =  q{\  —  ti?*) 

r  sin  (ü  —  ;r)  ==  2  y  ti? , 


(H*) 


und  hieraus  durch  Division 

^%{P  -  ^)  ^  Y^^^^ 

80  dass 

(14)  tc  =  tgy(i;-?r). 

Die  sämmtlichen  Formeln  zur  Berechnung  der  Lage  in  einer 
parabolischen  Bahn  sind  also  die  folgenden: 

r  =  y(l  +w^) 

r  cos  (f  cos  (ö  —  fl)  a=  y  [(1  —  tr*)  cos  {n  —  ß)  —  2  ti?  sin  (?r  —  ß)] 
rcos^^sin  (d  —  fi)  =  ycost[2ti?cos(9r  —  ß)  +  (1  —  ti?')8in(;r  —  ß)] 
r  sin  9?  =  y  sin  t  [2  tc  cos  (jr  —  ß)  +  (1  —  lo*)  sin  (w  —  ß)] . 

Will  man  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  dar- 
stellen, so  muss  man  Beihenentwickelungen  anwenden.  In  der 
Umgebung  der  Durchgangszeit  des  Planeten  durch  das  Perihel 
lassen  sich  die  Coordinaten  als  Potenzreihen  nach  den  Potenzen 
der  Zeit  ausdrücken,  die  für  eine  ziemlich  lange,  doch  nicht  un- 
beschränkte Zeit  convergiren. 


§  6.    Hyperbolische  Bewegung.    \  positiv. 

Ist  Aj  positiv,  so  muss  von  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  r»V/(r)  =  2iur +  2Ajr2- V  =  0 
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noih wendigerweise  die  eine  positiv,  die  andere  negativ  sein.    Setzt 

man  also 

r»V'(r)  =  2Ai(r-r,)(r  +  r,), 

so  hat  man 


(2) 


^«-^i^Ä, 


Ä. 


a 


^«''l  ~   2Ä1  • 


Der  Abstand  r  zwischen  den  beiden  Körpern  hat  demnach 
ein  Minimum  gleich  r^  und  wächst,  nachdem  dies  erreicht  ist,  ins 
unendliche.  ^ 

Um  die  Gleichung 

(3)  (4f  )* = ^^"-;->^-^-'^ 

zu  integriren,  haben  wir  also  nach  den  in  11  §  2  entwickelten  Prin- 
cipien  eine  Hilüsgrösse  w  einzuführen,  welche  so  bestimmt  ist,  dass 

(4)  ldr\^  _  2Ä,(r-r,) 


ß      ' 

und  dann  wird 

Aus  (4)  folgt 
(5)  '•~'"i=Y^"'*- 

Zur  Bestimmung   der  Relation  zwischen   r   und  der  Zeit  hat 
man  nun  diesen  Werth  in  (4*)  einzuführen,  und  erhält 


(6,  .._iAFZ5Z3 

Die  Gonstante   ß  ist  noch  unbestimmt     Wir  wählen  sie  nim 
so,  dass 

und  erhalten  dann  statt  (6) 
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oder 
(8) 


i/l+LÜVTT^'rf«;-  ^'      -   /*'       =dt. 

V       ß       '  V(J(r, +r,)l/l+tr») 


Nun  ist 


2/yi  +  w«rfjf  =  w]/l  +  w*  +  log(w  +  yi  +  »*); 

j  yi  +  w» 

Nach  der  Integration  erhält  man  also  aas  (8) 


Setzt  man  also 


X  = 


;i  = 


^  +  n 


*•«  -»"i 


80  lantet  die  obige  Gleichung 


(9*) 
oder 

(9) 


xwyi  +  w?*  -  log  (tu  +  y  1  +  tr»)  =  ;i(^  —  ^J 


e 


N  W  Vi  +  W* 


=  fi^«-<o) 


fi?  +  yi  +  IT* 


mittelst  welcher  Formel  ti?  aus  t  zu  berechnen  ist    Ich  habe  hier 
die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  mit  €  bezeichnet 

Mit  Hilfe  der  Relationen  (2)  erhalten  wir  folgende  Werthe  für 
X  und  A,  durch  die  Integrationsconstanten  k^  und  h^  ausgedrückt 


(10) 


§  6.     Hyperbolische  Bewegung,     /^  positiv. 


191 


Wie  später  gezeigt  wird,  ist  die  Bahn  in  diesem  Falle  eine 
HyperbeL  Will  man  die  Gonstanten  durch  die  Elemente  dieser 
Hyperbel  ausdrücken,  so  hat  man 


(11) 


I 


rj  =  a(e-.  1), 
r^^a{e+  1), 


wo  a  die  halbe  grosse  Achse   und  e  die  Excentricität  der  Hyper- 
bel bezeichnet    Es  wird  dann  nach  (2)  und  (7) 


(11*) 


K 
ß 


^ 


2  a 


1)- 


_     /» 


8a*e 


f^  X  und  il  erhalten  wir  die  Werthe 


(in 


K 


=  e 


VI 

2  a'/' 


•'.  ' 


80  dass  also  die  Formeln  f&r  die  Berechnung  des  Radius  vector  in 
einer  hyperpolischen  Bahn  lauten: 


(12) 


B 


ewVl+«v* 


r  =  a{e  —  1)  +  2aeu)^ 


W 


+  Vi  +  w^ 


=  a2a'/. 


Diese  Formeln  sind  indessen  für  die  numerische  Berechnung 
solcher  Bahnen,  deren  Excentricität  nahe  der  Mnheit  ist,  nicht 
geeignet  E^  wird  nämlich  dann  a  unendlich  gross  und  also  nach 
(11*)  /?  y erschwindend  klein,  so  dass  die  Substitution  der  Hilüsgrösseu; 
illusorisch  wird.  Es  empfiehlt  sich  deswegen,  fibr  solche  Bahnen  einen 
anderen  Berechnungsweg  einzuschlagen. 

Wie  schon  im  zweiten  Abschnitt  hervorgehoben  wurde^  hat  es 
bisweilen    seine  Vortheile^    bei   der   Erfahrung   der  Hil&grösse  w 
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auch  andere  Wurzeln,   als  diejenigen,  die  für  die  Bewegung  cha- 
rakteristisch sind,  zu  berücksichtigen.    Man  kann  also  bei  der  Inte- 
gration yon  (3)  in  folgender  Weise  vorgehen. 
Man  setzt 

und  erhält  dann 

Es  ist  offenbar,  dass  auch  die  in  solcher  Weise  definirte  Grösse 
w  die  Eigenschaft  besitzt,  mit  der  Zeit  stetig  zu  wachsen.  Setzt 
man  nun 

(14)  /3  =  2A, 

so  lautet  das  Integral  von  (13) 

(15)  r  =  ^'  +  ^-^  coshp  «,. 
wo  die  Bezeichnung 


«      +  6 


(16)  coshp  U7^ 

eingeführt  worden  ist 

Da  nach  (13*)  nun      ?: 

rdw^yß^dt, 

so  erhält  man  also  nach  lünführung  des  Werthes  von  r  und  unter 
Anwendung  der  Bezeichnung 


(16*)  sinhpu7  = 


e    —  e 


folgende  Relation  zwischen  w  und  der  Zeit 

(17)  '-?-p w  +  ^«  sinhp w=yß[t-  g. 

Führen  wir  nun  die  Grössen  a  und  e  vermittelst  der  Relationen 
(11)  in  (15)  und  (17)  ein,  so  erhalten  wir  somit 


(18) 


r  =  a{e  coshp  tu  —  1) 
^-^  {t  —  ^q)  =  tf  sinhp  ti?  —  ti? . 
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Nach  (!!♦)  und  (14)  ist  hier 
(18*)  >2=.VZ. 

Bezeichnet   man   mit   v  die  Länge   in  der   ßahn,  so  ist  nach 
§2(5) 

(19)  '•*J7  =  *3- 

Da  weiter 

SO  besteht  also  zwischen  den  Differentialen  von  r  und  v  die  Re- 
lation 

h^dr 


(20)  dv== 


rV2Äi(r-ri)(r  +  r,)' 


und   man   überzeugt   sich   leicht,   dass   diese  Gleichung  durch  den 

Werth 

a(««-  1) 


(20*)  r  = 


6  COS  (»  —  «)  +  1 


befriedigt  wird,  welches  die  Polargleichung  derjenigen  Hyperbel  ist, 
deren  halbe  grosse  Achse  gleich  a  und  deren  Excentricität  gleich  e 
ist  Für  Tj,  r,,  Äj,  A,  haben  wir  die^Werthe  (11)  und  (11*)  ein- 
zusetzen. 

Wir  können  nun  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  und 
der  Parabel  die  rechtwinkligen  Coordinaten  als  geschlossene  Func- 
tionen der  Hülfsgrosse  tc  darstellen.  Ich  beschränke  mich  darauf, 
die  Länge  in  der  Bahn  als  Function  von  w  auszudrücken. 

Führt  man  in  (19)  die  Ausdrücke  (13*)  für  rf^  und  (18)  fllr  r 
ein,  so  erhält  man 

(21)  rf«=^ ^!?__^  =  J^ZÜ^ . 

^     '  Yß  a  *  ®^8  hp  —  l        e  cos  hptc  —  1 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lautet 

(22)  tg|(«-«)  =  |/f±|tgAp|. 

Für  hyperbolische  Bahnen,  deren  Excentricität  nahe  der  Ein- 
heit ist,  muss  man  sich  anderer  Formeln  bedienen. 

Charukb,  Mechanik  des  Himmels.  L  13 
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§  7.    Die  Kraft  repulsiv.    Kometenschweife. 

Ist  die  Kraft  repulsiv,  so  muss  n  negativ  sein  (=  —  jUj).    Be- 
trachten wir  nun  die  Gleichung 

(1)  r«V;(r)=  -2/iiir  +  2Air2- V  =  0, 

so  erhellt  hieraus  unmittelbar,  dass  h^  nun  positiv  sein  muss,  weil 
sonst  die  Bewegung  nicht  möglich  ist  Von  den  Wurzeln  zu  (1) 
muss  dann  nothwendigerweise  die  eine  positiv,  die  andere  negativ 
sein,  und  wir  setzen 

(2)  (^).^2MLzn)^±^. 

Man  hat  nun 


(3) 


r   --  r   =s  -^ 


Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  dass  hier  r^  >  r,. 
Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  vorkommenden  ähnlichen  Glei- 
chung war  dagegen  die  kritische  Wurzeln  numerisch  kleiner  als 
die  andere.  Wir  können  bei  der  Integration  von  (2)  uns  nach  Be- 
lieben der  ersten  oder  der  zweiten  Methode  im  vorigen  Paragraphen 
bedienen.    Wir  setzen  nun 

(4)  (|if  =  ('--''i)  ('•  +  '•»). 
und  es  ist  dann 

Aus  (4)  folgt 

(5)  r  =  !i^  +  »^  coshp  IT . 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (4*)  ein,  so  bekommt  man 
(5*)  !^w  +  !^  sinhp  V,  =  V2Ä; {t -  g. 
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Es  ist  weiter 

und  also 
(6) 


r^dv  wm  h^dtj 


dv 


dr 


Y^   rV(r-n)(r  +  r,)* 


Führen  wir  nun  die  Grössen  a  und  e,   durch  folgende  Glei- 
chungen definirty  ein 


(7) 


I 


Tj  =a(^+  1), 
r,  =:a(^- 1), 


so  wird  nach  (8) 


(7*) 


K'^ 


Sa' 


/i,  =  V^a(*«-l). 


Wenn   die  Relationen  (7)  and  (7*)   berücksichtigt  werden,  so 
findet  man,  dass  das  Integral  Ton 
(6)  folgendes  ist: 

a(e»-l) 


(8) 


r  = 


e  cos  (»  —  «)  —  1 


Dies  ist  aber  die  Polarglei- 


Sorm^ 


rj-a^f^-t-  ej 


chung  desjenigen  Zweiges  einer 
Hyperbel,  dessen  Focus  nicht  in 
dem  Punkte  r  =  0  liegt.  Ist  die 
Kraft  repulsiv,  so  ist  also  die  rela- 
tive Bahn  der  beiden  Körper  eine 
Hyperbel,  deren  zti^^t^  Focus  in  dem 
anderen  Körper  O^der  Sonne*^  liegt 

Für  die  Länge  in  der  Bahn  v  erhält  man  nach  (6*)  die  Di£fe- 
rentialgleichung 


Fig.  16. 


(9*) 

welche  giebt 

(9) 


at?  =  — ^- r > 

1  +  «  coshp  w 


tg|(t»-«)  =  j/j^tghpi-to. 


18' 
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Die  Formeln  zur  Berechnung  der  relativen  Bahn  zweier  Körper, 
die  sich  in  dem  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Ab- 
Standes  abstossen,  sind  also: 


(10) 


to 


r  =  a(l  +  ecoshpti?), 


tgi-(t;  -  ^)  =  |/j^  tghp  I  w. 


Will  man  die  Bewegung  in  drei  Dimensionen  untersuchen,  so 
kann  man  die  Coordinaten  als  geschlossene  Functionen  der  Hilfs- 
veränderlichen  w  ausdrücken. 

Nach  der  Hypothese  von  Bessel  werden  die  Schweife  der  Ko- 
meten von  kleinen  Partikeln  gebildet,  die  nach  dem  genannten  Gesetz 
Kern  des  Kometen  abgestossen  werden.  Ich  werde  mich  einen 
Augenblick  bei  dieser  IVage  aufhalten. 

Für  die  Bahn  eines  Kometenkems  werde  ich  eine  Parabel  an- 
nehmen. Diejenigen  Grössen,  die  auf  den  Kern  eines  Kometen  sich 
beziehen,  werde  ich  mit  grossen  Buchstaben  bezeichnen,  die  ent- 
sprechenden Grössen  f&r  ein  abgestossenes  Partikelchen  dagegen 
mit  kleinen  Buchstaben.  Es  bedeutet  also  z.  B.  B  und  F  den  Radius 
vector  und  die  Länge  des  Kerns,  r  und  v  die  entsprechenden  Grössen 
für  eine  abgestossene  Partikel.    Es  gelten  also  folgende  Gleichungen: 

Für  den  Kern: 


(H) 


W 


w^\%\{r-ii), 


Für  die  Partikel: 


(in 


tr  +  e  sinhp  w  =  —^  {t  —  t^ , 

r  =  a{\  +  e  coshp  w) , 


tg|(t^-^)=|/j^  tghpiti.. 
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Wenn  wir  mit  8  nnd  $  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Kerns 
und  der  Partikel  bezeichnen,  so  ist  weiter  nach  §  1  (2) 


(12) 
und 

(12*) 


2fi 
R 


(4f)'- 

(47)'= -^  +  2*.- 


(18) 


IEa  ist  femer  nach  dem  Flächenintegral 


R'^-^s,, 


dt 

.2    ^^ 


dt 


Af 


Zwischen  H^,  h^,  h^  und  den  Elementen  der  Bahnen  bestehen 
folgende  Relationen: 


(14) 


-1), 


*!  = 


2a 


Ich  werde  nun  die  Annahme  machen,  dass  m  dem  Zeitmament, 
in  welchem  die  Partikel  von  dem  Kometenkem  abgesondert  wirdj  die 
absoluten  Oeschirnndigkeiten  des  Kerns  und  der  Partikel  —  in  Bezug 
auf  Richtung  und  Grösse  —  gleich  sind. 

Es  sei  also  dann 


r  = 


ds 
dt 


dS 
dt  *' 


V  = 


dv 
~dt 


dV 
dt 


Aus  den  Gleichungen  (12),  (12*]^  (13)  und  (14)  leitet  man  nun 
folgende  Relationen  zwischen  den  Elementen  der  Partikel  und  den 
Coordinaten  des  Kerns  in  der  Parabel  ab: 


(15) 


2^  __  ^ 


R 


2^1    ..   IH 
R    ^    a 


2,iQ^fi,a{e*^l). 
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Hieraus  kann  man  zu  jeder  Zeit  die  Grösse  der  halben  grossen 
Achse  und  der  Excentricifät  in  der  von  der  Partikel  beschriebenen 
Hyperbel  ableiten.  Um  die  übrigen  Elemente  abzuleiten,  setzen  wir 
in  der  Polargleichung  der  Hyperbel  (8)  R  und  V  statt  r  und  v  ein 
und  bekommen  dann 

„„.,r-.)-i(i  +  iä^'). 

oder  nach  (15) 

(16)  •co8(^-«)  =  l(l+?j|), 

woraus  n  gefunden  wird. 

Wird  die  Partikel  zur  Zeit  t^T  abgesondert,  so  bekommt 
man  zur  Bestimmimg  der  Zeit  —  i^  —  f&r  den  Durchgang  der 
Partikel  durch  das  Penhel  (in  der  Hyperbel)  aus  (11*) 


(17) 


wo 


C08hpu,  =  i(f-l). 

i-^(y—  t^)  =tt7  +  «sinhptr, 
sinhp  w  =  y  coshp*  tr  —  1 . 


Die  Formeln   zur  Berechnung   der  Elemente  in  der  von  der 

Partikel  beschriebenen  Hyperbel  werden  also,  nach  einigen  Beduc- 

tionen, 

R 


(18) 


a  SS 


costr-  «)  =  1^  " 

2|u 


coshpt£7  = 


1  + 


fh 


\/^^¥hm 


yj^{T^  g  =«?  + tf sinhp tr. 


a 
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Aus  diesen  Fonneln  können  wir  einige  allgemeine  Schlüsse 
ziehen: 

Die  halbe  grosse  Achse  in  der  von  der  Partikel  beschriebenen 
Hyperbel  hat  beim  Periheldurchgang  des  Eometenkems  sein  Mtni- 
mum  nnd  wächst  dann  stetig  in's  unendliche. 

Die  Excentricität  erreicht  beim  Periheldnrchgang  des  Eems 
einen  Maxtmalwerth  und  nimmt  dann  stetig  gegen  die  Eünheit  ab. 

Beim  Periheldurchgang  des  Eometenkems  h$t  man 


a  = 


Die  Bahn  ist  also  dann  eine  Hyperbel,  welche  die  vom  Eem 
beschriebene  Parabel  im  Yector  tangirt,  und  deren  Parameter  den 
Werth 

hat    Diesen  Werth  hat  übrigens  der  Parameter  sämmüicher  Hyperbeln. 

Die  Scheiteüänge  {n)  der  Hyperbeln  ist  beim  Periheldurchgang 
des  Eems  gleich  II,  und  nähert  sich  mit  wachsendem  Abstand  dem 
Werthe  n=^V. 

In  Bezug  auf  die  Zeit  f&r  den  Durchgang  der  Partikel  durch 
den  Scheitel  (das  Perihel)  der  Hyperbel  ist  zu  bemerken  —  was 
zwar  nicht  direct  aus  den  Formeln  (18)  ersichtlich  ist  — ,  dass,  wenn 
die  Partikel  vor  dem  Periheldurchgang  abgesondert  wird,  T  -^  t^ 
negativ  ist,  und  wenn  die  Partikel  erst  nach  dem  Periheldurch- 
gang den  Eometenkem  verlässt,  ^—  ^q  P^'^^  ^^^  I^  ersteren 
Falle  wird  die  Partikel  also  nach  der  Absonderung  durch  den 
Scheitelpunkt  der  Hyperbel  gehen,  im  letzteren  Falle  wird  sie 
sich  immer  mehr  von  ihm  entfemen.  Dass  dem  so  ist,  ergiebt 
sich  unmittelbar  aus  den  Anfangsbedingungen  der  Bewegung.    Die 
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Bahnen  sind   sonst  vor  und  nach   dem  Periheldurchgang  einander 
gleich. 

Bei  der  Bewegung  des  Eometenkems  werden  nun  fortwährend 
Partikelchen  von  dem  Kern  abgestossen,  und  ein  jedes  beschreibt 
seine  besondere  Hyperbel.  Sämmtliche  Partikel  bilden  zusammen 
den  Schweif.  Die  Form  des  Schweifes  in  verschiedenen  Punkten 
der  Bahn  und  bei  verschiedenen  Annahmen  über  die  Grösse  der 
abstossenden  Kraft  (ji^)  lässt  sich  mit  Hilfe  der  entwickelten  For- 
meln bestimmen.  Ich  werde  mich  indessen  auf  einen  einfachen 
Fall  beschränken,  dctss  nämlich  ju^  =  0  ist^  dass  also  die  Bewegung 
der  Partikelchen  von  der  Attraction  der  Sonne  wie  von  der  Re- 
pulsion derselben  unabhängig  ist  Die  Bahnen  werden  dann  gerade 
Linien,  welche  die  Parabel  umhüllen.  Nach  der  Anschauung  von 
ZöLLifEBj  ebenso  tote  nach  anderen  Kometentheorien  (z.  B.  der  von 
Abhhenius)  müssen  immerhin  in  den  Kometenschweifen  solche  Partikel 

vorkommen,    so  dass   folglich 

r 

T 


die  betreffende  Annahme  nicht 
eine  leere  Fiction  ist  üebri- 
gensistzu  bemerken,  dass  man 
immer  für  jedes  Bepulsions- 
gesetz  den  ersten  Theil  der 
Bahn  nach  der  Absonderung 
als  geradlinig  betrachten 
kann. 

Wir  betrachten  die  Bahn 
einer    Partikel    P,    die    zur 
Zeit  t  abgesondert  wird.   Der 
Komet  (und  die  Partikel)  be- 
finde sich  dann  in  Ä.    Zur 
Zeit  7'befindet  sich  der  Komet 
in  B,  die  Partikel  hat  sich 
längs  der  Tangente  in  Ä  be- 
wegt und  befindet  sich  in  b. 
Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen  wir  in  den  Focus  der 
Parabel  (die  Sonne),  die  X-Achse  sei  längs  der  Achse  der  Parabel 
gerichtet,   die   positive  T-Achse   so  gelegt^   dass  die   7-Coordinaten 


Fig.  17. 
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des  Kometen  vor  dem  Periheldurchgang  positiv  sind.  Bezeichnen 
wir  nun  mit  x  und  y  die  Coordinaten  des  Kometen  (und  der  Par- 
tikel) zur  Zeit  t,  mit  |  und  t]  die  Coordinaten  der  Partikel  zur 
Zeit  T,  mit  d  den  Winkel,  den  die  Geschwindigkeit"  des  Kometen 
mit  der  negativen  X-Achse  bildet,  so  hat  man 


ds 


(19) 


|=;,.^cosÖ(r-0, 


da 


i7=y-^sinÖ(y-0, 


da 


wo  -jj  die  Geschwindigkeit  bezeichnet 

Auf  Grund  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel  hat  man 


(20) 

und  da  nach  §  5  (14) 


ö=90«  +  |(t;-^), 


«^  =  tg-~(ü-Ä), 


so  ist  also 


(20*) 


cos  ö  =  — 


w 


sinö  = 


yfr«+T 


l/ir«  +  l 


£^  ist  femer  nach  (12) 


(21) 


Nach  §  5  (14*)  hat  man  weiter 


(22) 


X  =  q  {to^  —  1),       y  ^'—2qw, 


(23) 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (19)  ein,  so  wird 
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Bezeichnen   wir  mit  w  den  WerÜi  dieser  Hilfsgrösse  für  die 
Zeit  tj  mit  W  ihren  Werth  für  die  Zeit  T^  so  ist  nach  (11) 


so  dass 
(24) 


(25) 


Setzt  man  diesen  Werth  in  (23)  ein,  so  wird  endlich 


l=y(«,»-i)+-j^[»^-«  +  l(r»- «,»)]. 

n 2y«,      __2^[r-«,+i-(IF»-«,»)  . 


Bieraus  erhält  man 


(26*) 


^  +  wfi  +  q{\  +tr»)  =  0, 


welches  die  Gleichung  für  die  Tangente  ist. 

Lassen  wir  nun  W  constant  bleiben  und  geben  der  Zeit  alle 
Werthe,  welche  kleiner  als  T  sind,  so  erhalten  wir  die  Werthe  von 
I  und  fi  für  sämmäiche  Partikel,  welche  zur  Zeit  T  den  Schweif  bilden. 
Die  Gleichung  für  die  vom  Schweif  gebildete  Curve  erhält  man  also, 
indem  man  w  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (25)  eliminirt. 

Nennen  wir  X  und  T  die  Coordinaten  des  Kometen  zur  Zeit  T, 
so  ist 

26) 

[  T=-2qW. 

Wir  fähren  weiter  die  Bezeichntuigen 


ein,  und  es  ist  dann 


H^-^i^V-I) 
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s=  «,«_F»  +  JJjfr-«,  +  l(F»-«,») 


oder 


(27) 


H 


=  _2(u,- F)- ^  I  r  -  w  +  |(r»  -  IT») 


Ä  =  («,  -  r)  [«.+ F- -j^  (i  + 1  (IT»  +  w  r  +  r»)] . 


Für  diejenigen  Theile  des  Schweifes,  die  in  der  Nähe  des 
Kernes  liegen,  iA  w  —  W  klein.  Es  ist  deswegen  angemessen,  eine 
Grösse  u  einznfOhren,  welche  wir  so  definiren,  dass 


(28) 


tr  =  ^+u, 


und  68  wird  dann  nach  einigen  Beductionen 


(29) 


Ä=t£> 


2(TF  +  i*)(Tr+-i*) 

—  IJ 1 

^  1  +  fF«  +  2  PTi*  +  tt« 


H^-- 


1  +  Tr"+  2fFt*+i*" 


Wird  u  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung  für  den  Schweif  des  Kometen. 

Ist  im  Besonderen  u  klein  —  zieht  man  also  denjenigen  Theil 
des  Schweifes  in  Betracht,  der  in  der  Nähe  des  Kerns  liegt  —  so  ist 


(30) 


Ä  = 


^  =  - 


,  TT"-  1 

tr  -^^^ > 

^^^4-  1 

•    2  TT 
vr  ^Pi^ > 

Tr"  +  1 


woraus  man  bekommt 


(r»-  \)H+2WS^^. 
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Zieht  man  aber  die  Relationen  (26)  in  Betracht,  so  kann  man 
diese  Gleichung  in  der  Form 


(31) 


XH^  7ä  =  0 


schreiben.  Für  kleine  Werthe  von  u  ist  also  die  Schweifcurve  eine 
gerade  Linie,  die  in  der  Richtung  des  Radius  Yector  liegt. 

Hieraus  folgt  nun^  dass  die  edlgemeine  Curve  (29)  beim  Kern 
des  Kometen  eine  Spitze  hat,  deren  Tangente  gegen  die  Sonne  gerichtet 
ist.  Wir  finden  also  hierin  die  Erklärung  der  bekannten  Thatsache, 
dass  die  Schweife  der  Kometen  von  der  Sonne  hinweg  gerichtet 
sind.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Satz  für  jeden  Werth  von  fi^ 
seine  Richtigkeit  beibehält 

Aus  (29)  folgt  die  Relation 


(32) 


S+{JF+u)H+u^=:0. 


Wird  u  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  Gleichung 

in  (29)  eliminirt,  so  bekommt  man 
zwischen  den  Coordinaten  eine  Glei- 
chung vierten  Grades. 

Zur  Illustration  der  Frage  von 
der  Form  der  Schweife  der  Kometen 
gebe  ich  in  der  beistehenden  Figur 
die  Form  an,  welche  der  Schweif 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
annehmen  würde,  wenn  der  Komet  90  *^ 
vom  PeriheUum  entfernt  steht,  so- 
wohl vor  wie  nach  dem  Durch- 
gang durch  das  Perihelium. 

Es  ist  dann  'JF—±l.  Es  ge- 
nügt aber,  den  einen  von  diesen  Werthen 
von  fy  in  (29)  einzusetzen.  Man  be- 
kommt dann,  wenn  u  sowohl  positive 
wie   negative   Werthe   annimmt,   die 

Form  des  Schweifes  sowohl  vor  wie  nach  dem  Durchgang  durch  das 

Perihelium.    Setzt  man  ^=—1,  so  ist 


Fig.  18.    KometenBchweife. 
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2u.(-l^.|u) 

2  -  2 1*  +  tt»       ' 
£•=       (l-tt)fi^-t«». 

Für  negative  u-Wertiie  erhält  man  den  Schweif  vor  dem  Durch- 
gang durch  das  PeriheL  Für  positive  t<-Werthe  den  Schweif  nach 
diesem  Durchgang. 

In  den  Untersuchungen  von  Bessel  über  die  Form  der  Schweife 
der  Kometen  werden  die  Coordinaten  der  Partikel  nach  den  Potenzen 
der  Zeit  entwickelt.  Diese  Methode  ist  besonders  von  BsfiDiCHiN 
weiter  ausgeführt  worden  in  seinen  bekannten  Untersuchungen  über 
die  Schweife  der  Kometen. 


§  8.    Das  Zwei-Körperproblem  als  Beispiel  bedingt  periodischer 

Bewegungen. 

Nach  §  2  (7)  waren  die  Polarcoordinaten  im  Zwei-Körperproblem 
durch  folgende  Formeln  bestimmt: 


(1) 


B,=  h, 


<p  r 


fi,=ö^ 


/C08«9l/V ^- 

J         ^  y    ^       cos*  <fi 


Wenn  r  und  (p  für  zwei  Werthe  von  i  denselben  Werth 
besitzen  und  die  entsprechenden  Werthe  f^  d  sich  um  ganze 
Vielfache  von  2a  unterscheiden,  so  ist  die  Lage  der  beiden 
Körper  zu    diesen    beiden    Zeiten   dieselbe.      Wenn  wir  also  mit 
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0  eine  beliebige  periodische  Function  von  d  bezeichnen  mit  der 
Periode  2n,  so  sind  nach  (1)  r,  9p  und  0  bedingt  periodische  BHmc- 
tionen  von  H^  +  tj  H^  und  H^.  Für  die  Elementarperioden  od.  .  er- 
hält man  nach  U  §  3  folgende  Werthe 


»■1 

dr 


«11=  /^'       <ö,i=0,  ö>3i  =  0, 


'12  ^  "~ 


«,.  -  -  A,/-^.  *»«  =/^  .  «„  -  0, 


a>-.  =      0 ,  CO«.  =  —  cos  t  r 5^7= ,  (0..  =  n 


vV 


—  t 


wo 


Ä  =  ^+2Ä,-5. 


cos"  i 


cos*  9 

und  wo  die  Werthe  f&r  h^  und  A,  aus  §  4  (28)  eingeführt  worden  sind. 
Nach  §  4  (16*)  und  (17)  hat  man 

WO  n  die  mittlere  Bewegung  bezeichnet. 

Nach  §  4  (5)  lautet   die  Relation  zwischen   der  excentrischen 
Anomalie  w  dem  Radius  vector  und  r 
/Q\  dw  _    dr   ^ 

^  ^  1/27       rYR' 

Führen  wir  nim  in  w^^,  mittelst  (3)  dw  statt  dr  ein,  so  be- 
bekommeu  wir  für  (o^^  den  Ausdruck  # 


9t 

hm      r      dw 


al/27, 
oder  nach  §  4  (23) 


f— 

"  /.i/öTj  l-6C0str 

0 


(4*)  «,^,=_rKi^i£^. 

*'  J  1  —  e  cos  IT 
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Setzt  man 

*«2^  = 

-/1  +  6.       1 

80  wird 

dv- 

_yT^^dw 
1  —  e  cos  w  ' 

und  folglich  hat 

man 

(4) 

Ö>i2  =  —  w . 

Wir  haben  weiter 

(ö„  = 

^V^' 

-< 


Setzt  man 

(5*)  sin^  SS  sintsinu , 

woraus  folgt 


fr  cos' 9 

80  bekommt  man  also 

(5)  (ö„  =  Ä. 

Um  die  Elementarperiode  cd^^  zu  berechnen,  fahren  wir  wieder 
den  Winkel  u  mittelst  der  Relation  (5*)  ein,  und  bekommen  dann 


n 


.  C  du 

—  a>-«  =  cosi  I  -; .  ,  .  .  , — » 

*3  J    1  —  Bin*  f  sin'  u 

0 
oder 

n 

^         _  COS»  r[  du du  1 

*5  "~     2    J  [  1  —  sin  tsint«        l+smtsmf«]' 
t  0 

Wir  bemerken  aber,  dass  diese  Integrale  von  genau  derselben 
Form  wie  das  Integral  (4*)  sind,  und  es  wird  also 

(6)  (o,3=-;r. 

Endlich  hat  man 


(»33 «      n. 
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Stellen  wir  die  Resultate  zusammen,  so  hat  man  also 


(7) 


©,1  = 


<»i,= 


«»18  = 


n 
n 

0, 


6) 


21 


=        0,         ö>3i=0, 


ö>„=      n,      o).8  =  0, 


CO.«  =  — 


'28 


82 


^  »  ^88  ==  ^  • 


Für  die  Determinante  |  co. .  |  bekommt  man  also  folgenden  Werth 


(8) 


I       ^ 

(0..     =  — » 
*i  '         n 


welcher  demnach  von  Null  verschieden  ist.     Wir  können  also  die 
Hilfsveränderlichen  «,.  11  §  8  (21)  einführen,  indem  wir  setzen 


oder 


(8*) 


so  dass 


(8*^ 


Si) 

n 

=    „«1. 

=  — ««I  +  ««,, 

=                    -W«j  +  ««,, 

«1  =  «(<  +  £,), 

-  Mj  +  «,  =  zr, , 

-«,  +  «,  =  £,, 

«1 

=  n(<  +  i?i), 

«. 

=  n(<+^i)+fl,, 

«8 

=  n(<  +  zr,)  +  ir, +  ir. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  ist  also,  dass  in  dem  Pro- 
blem der  zwei  Körper  die  Coordinaten  r,  fp  und  ^  periodische  B^inc- 
tionen  von  u^,  u^  und  «3  sind  mit  der  Periode  2  9r,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  periodische  Functionen  der  drei  Grössen 

mit  der  Periode  2  n  für  eine  jede.    Erinnern  wir  uns  nun,  dass  H^ 
gleich  der  Enotenlänge  [Q)  ist  und  H^  gleich  der  Di£ferenz  zwischen 
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der  Länge  des  Perihels  (^r)  und  derjenigen  des  Knotens,  Bo  finden 

wir  also,  dass  eine  beliebige  endliche  Function  (\p)  von  r,  fp  und  S 
unter  folgender  Form  geschrieben  werden  kann: 


(9)  ^p[r,  (p,  e)=^'^A,^^,^eV'ninii  +  H^  +  iü^ui^^ 


O)] 


i: 


—  CO 

00 


Die  Coefficienten  A.,j,j^  können  nach  der  Formel  11  §  8  (24*) 
berechnet  werden  und  sind  nur  von'  den  Werthen  der  halben 
grossen  Achse,  der  Ekcentricität  und  der  Neigung  der  Planetenbalui 
abhängig. 

In  speciellen  Fällen  kann  die  Form  der  Entwickelung  (9)  yw- 
ein&cht  werden.  So  findet  man  nach,(l)  unmittelbar,  dass  r  eine 
periodische  Function  von  «^  ist,  in  welcher  H^  und  H^  nicht  vor- 
kommen. Weiter  ist  <p  eine  periodische  Func^on  von  ti^  und  E^ 
in  welcher  IHinction  H^  nicht  vorkommt  üfd  dies  ist  offenbar 
auch  mit  d  —  H^  der  FalL 

Die  Veränderliche  ti^  wird  die  mittlere  Anomalie  des  Planeten 
genannt    Wir  bezeichnen  sie  mit  M^  so  dass         • 

(10)  M^n(t  +  E{}. 

Wir  sind  aldo  nun  zu  folgendem  Theorem  gelangt: 

Jede  Function  \p{r,  9p,  d  —  i2)j  die  in  d  —  ii  periodisch  ist  mit 
der  Periode  2nj  lässt  sich  als  eine  periodische  Funcffon  von  M  una 
n  ^  ii  darstellen. 

Legt  man  die  X-Achse  in  den  Knoten,  so  werdA  die  recht- 
winkligen Coordinaten  Functionen  von  der  genannten  Natur.  Wir 
werden  die  entsprechenden  Fntwickelungen  dieser  Functionen  im 
nächsten  Paragrapfien  untersuchen. 

Da  zwischen  den  Elementaiperioden  folgende  Relationen  be- 
stehen 

®12  +  ^22  +  ^82  =0, 
^18  +  ^28  +ö>,8  =  0, 

SO  sind  im  Zwei -Körperprobleme    diejenigen   Bedingungen    erfüllt, 

Chasubb,  Meehanik  des  HimmelB.  I.  14 
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welche  nach  11  §  8  für  eine  in  der  Zeit  periodische  Bewegung  er- 

m 

forderlich  sind.    Die  Länge  der  Periode  ist  gleich  2od^^  oder  — , 
was  schon  ans  den  vorigen  Paragraphen  bekannt  ist. 


§  9.    Darstellung  der  Coordlnaten  als  Functionen  der  Zeit 

Bevor  ich  zu   den  rechtwinkligen  Goordisaten  Übergehe,  wil 
ich  zuerst  den  Badius  Vectbr  als  Function  der  Zeit  darstellen. 

Da  det  Kadios  Vector  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist,  so  wissen  wir  nach  II  §  2,  dass  r  eine  periodische 
Function    der   Zeit ,  ist   mit   der  Periode  . — ,  wo  nach  §  4  (16*) 

(2)  "        ^'  '*'■ 


n  n ar^ 


Führt  man  die  mittlere^.  Anomalie  {M)  aus  d^  vorigen  Para- 
graphen ein,  so  dass 

(3)  M^n^  +  H,)=^n{t^Q, 

wo  t„  die  Z^t  des  Durchgangs  des  Planeten  durch  das  Perihel  be- 
zeichnet,  so  wird  r  eine  gerade  Functionvon  M,  die  nach  den  Cosinus 
der  Vielfachen  von  M  entwickelt  werden  kann.    Wir  setzen  nun 

(3*)  ^  =  y  i?o  +  iSj  cos  üf  +  5,  cos  2  üf  +  . . . , 

und  für  die  Coefficienten  hat  man  nach  dem  Theorem  von  Foübieb 
den  Werth 


n 


(4)  B^=^J^(M9^MdM. 


I« 


••' 


§  9.     Darstellung  der  Goordinaten  als  Fimßtkmen  d&r  ZeiU.     211 

i  •  .Li:.  s    

Zur  Berechnung  dieses  Integrals  f&hren  wir  die  Hi]£q;rösse  w 
aus  §  4  ein.  Nach  den  Formeln  (13)  und  (18)  in  den  genannten 
Paragraphen  hat  man 


(5) 


—  =3  1  —  tf  COS  w , 

a  .  • 

M^  w  -^  tfsin.tc^, 


also  *" 

(5*)      t  dM  rs{l  ^  ecoBw)dw. 

Durch  partieUe  Integration  erhält  mm  anter  Beracksichtignng 
der  ersten  Gleichung  {5) 

5 .  = 1  fsint^sinti^^^tr, 

0 

oder 

B.  =  -^j  cos  (i  + 1  to  —  ie sin to)^iOf 


0 


—  — r  I  cos(i  — 1  w  —  i>sintt7)dw.  ^    < 

Wir  sind  also  zu  der  Betrachtung  von  Integralen  von  folgender 
Form  geführt 

(6)  J^»  =  —  jcos  [iw  —  Ä  sin  «;]  dw 


0 


und  erhalten  mit  dieser  Bezeichnimg       '  ^ 

(7)  *<=iK/'-cT. 

Integrale  von  der  Form  (6)  werden  BsssBL'sche  Integrale  oder 
auch  BsssEL'sche  PunctUmen  genannt. 

Wird  unter  |  ein  Werth  von  u^  yerslanden,  der  zwischen  den 
beiden  Grenzen  0  und  n  des  Integrals  liegt^  so  ist 

(8)  /4<  =  cos(i|-Äsin|). 
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AuB  diesem  Ausdrack  folgt: 

1)  dass  /^^  stets,  für  reelle  i  und  k,  zwischen  den  Werthen  —  1 
und  +  1  liegt; 

2)  dass  Jj^*  fär  keinen  (reellen  oder  imaginären)  Werth  von  k 
unendlich  werden  kann.  Man  kann  demnach  die  BESSEL'sche  Func- 
tion Jj*  in  eine  beständige  conoergente  Reihe  nach  den  Potenzen  von  k 
entwickeln. 

Diese  EiUtwickelung  lautet 

^^^        •"*    \i^y   i(t+i)^  [2^(»+i)(i+2) 

Zwischen  den  /-Functionen   besteht   die   folgende  Becursions-* 
formel 
(10)  Ä/j,*-i  -  2i/^»  +  Ä/^»  +  i  =  0, 

mittelst  welcher  UNm  sämmtliche  Functionen  berechnen  kann,  wenn 
J^  und  J^  bekannt  sind.  Diese  letzteren  sind  von  Bessel  tabulirt 
*  worden.  Handelt  es  sich  darum,  die  BESSEL'schen  Functionen  für 
holie  Werthe  von  i  zu  berechnen,  so  ist  eine  von  Hansek  gegebene 
Kettenbruchentwickelung  zu  empfehlen. 

Die  ^BSSEL'schen  ]^unctionen  befriedigen  die  folgende  homogene 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

In  Bezug  auf  die  Theorie  dieser  Differentialgleichqng  verweise 
ich  auf  „Einführung  in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen'^  von 

L.   SOHLESmOEB. 

Die  Formel  (7)  fl^  -B.  versagt  für  *  =  0.  Gehen  wir  aber  zu 
der  Formel  (4)  zurück,  so  erhält  man  leicht 

(12)  ,^B,^\+\eK 

Wir  wollen  nun  zu  der  Darstellung  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  als  Functionen  der  Zeit  übergehen. 
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Legen  wir  die  X-Achse  in  den  Knoten,  so  hat  man  für  die 
Coordinaten  x^,  y^,  z^  nach  §  4  folgende  Ausdrücke  durch  die 
excentrische  Anomalie: 


(IS) 


a 


=  (cos  w  —  e)  cos  (jr  —  ß)  —  yi  —  e^  sin  «?  sin  (ji  —  ß) ; 


a 


=  COS i  [yi— ^* sin w cos (;i  —  ß)  +  (cos w  —  «) sin {n  —  ß)l ; 


-^  =  sin  t  [yi— «*sintt?cos(;i:  —  ß)  +  (cos«?  — tf)8in(;r  —  ß)] 


Die  GoefQcienten  in  der  Entwickelung  von  x,  y  und  z  nach 
den  "Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  sind  also  von  der  Berech- 
.nung  der  folgenden  Integrale  abhängig 


(14) 


n 


C;  =  —  j  (cosw  —  e)cosiMdM, 


D.=z  -^ — —  1  BintoHiniMdM. 


Man  findet  nun 

n 

(7,  =  — r  I  (cos  tt?  —  tf)     ^  ,  ^    ^  a  J/, 

»        mj  ^  *       am 


oder 
(15) 


n 


C,  =  — 7  /  Sin i  Jf sin wdw. 

0 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man 


n 


(16) 


B.  =  — - — : —  I  COS  iMcmwdto. 


Setzen   wir  hier  den  Ausdruck  (5)  f&r  M  ein,   so  bekommt 
man,  unter  Berücksichtigung  von  (6) 


(17) 


C,= 


i>,=vr^»i(^::^+/:r). 
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Für  t  =  0  erhält  man  nach  (14) 


9f 
Cq^      —  I  cos w{\  ^  e cos w)dw  —  2ej 

0 

n 


A  =      0. 


Nimmt  man  auf  die  unmittelbar  sich  ergebende  Belation 


(18) 

Rackdcht,  so  ist  also 


J-\  =  •'»' 


(18*) 


±-5?  1     •»-! 


cos  tr  —  tf  = 


^^Ju       COSlJf, 


—  00 


+  00 


1     ,*-l    .      . 


yn^sintr  =  VT^<?«2'^«''*     sini3/, 

-00    * 


WO  man  für  i  =  0  in   der  letzten  Beihe  NuU,  in  der  ersten  —  -^e 
ZU  schreiben  hat 

Legen  wir  in  die  Bahnebene  ein  rechtwinkliges  Goordinaten- 
system,  dessen  X-Achse  von  der  Sonne  nach  dem  Perihel  gerichtet 
ist,  und  bezeichnen  wir  die  Goordinaten  mit  |  und  97,  so  hat  man, 
wie  aus  (13)  unmittelbar  ersichtlich  ist, 


(19) 


I  =s  a  (cos  w  —  e)y 


fl^a  yi  —e^  sin  w , 


und  man  kann  also  schreiben 


(20) 


I  cos  (w  —  ii)  —  ij  sin  (n  —  Q) , 
[|si]i(n  —  ß)  +  1?  cos  (w  —  i2)]  cos  i , 


Hiernach  hat  man 
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t21) 


l=« 


+  00 


—  00 


+  00 


—  «^,      COStJtf, 


17  =ayn:7«2T'^.''8iniJf, 

—  00 


woraus  die  Entwickelong  von  x,  y  und  z  hervorgeht  Diese  Goordi- 
naten  sind  somit  als  periodische  Functionen  der  Zeit  dargestellt, 
wobei  die  GoefQcienten  als  periodische  Functionen  von  ^  —  i2  auf- 
treten, wie  im  vorigen  Paragraphen  a  priori  bewiesen  wurde. 

Die  Reihen  (21)  convergiren  f&r  jeden  Werth  der  Zeit  und  für 
jeden  Werth  der  Excentricitat  (<  1). 

Mittelst  (9)  kann  man  die  C!oordinaten  nach  positiven  Potenzen 
der  Ekcentricität  entwickeln.  Die  so  erhaltene  Beihe  —  nach 
den  successiven  Potenzen  der  Fxcentricität  geordnet  —  conver- 
girt  dagegen  nicht  f&r  alle  diejenigen  Werthe  der  Excentricitat, 
die  kleiner  als  die  Einheit  sind.  Wir  werden  in  einem  folgenden 
Abschnitt  die  Grösse  des  Gonvergenzbereiches  dieser  Reihen  unter- 
suchen. 

Gehen  wir  nun  zu  einem  beliebigen  Goordinatensystem  über^ 
dessen  X-Achse  den  Winkel  Q  mit  dem  Knoten  bildet,  und  nennen 
die  Goordinaten  in  diesem  System  x,  y,  z,  so  hat  man 


(22) 


X  =^  Xq  cos  i3  —  y^  sin  i2 , 
y  =  x^  sin  fl  +  y^  cosß , 


z  =  z 


o> 


und  wir  können   somit   nach  (20)   diese  Goordinaten   in   folgender 
Form  schreiben: 


(23) 


x  =  Ä  ^  +  B  fi. 


wo  die  Coefficienten  A  and  B  folgende  Werthe  haben: 
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=      cos  {n  —  ii)  cos  fl  —  sin  {n  —  fl)  sin  ß  cos  i , 


(23*) 


^ 
5 


=  —  sin  (;r  —  ß)  cos  ii  —  cos  (;r  —  ß)  sin  ß  cos  i , 
^1  =      cos(;r  —  ß)  sin  ß  +  sin(«  —  ß)cosßcos2, 
-Sj  =  —  sin  (;r  —  ß)  sin  ß  +  cos  {n  —  ß)cos  ß cos  i , 
-i,  =      sin  (;i:  —  ß)  sin  i , 
Bg  =      cos(3r  — ß)sini. 


Mittelst  (23)  und  (21)  sind  die  allgemeinen  Aasdrücke  der 
Coordinaten  im  Zwei-Eörperproblem  als  Functionen  der  Zeit  ge- 
geben. 


FÜNFTER  ABSCHNITT 


DAS  PROBLEM  DER  DREI  KÖRPER 


§  I.    Allgemeine  Integrale  dee  Probleme  der  drei  Körper. 


Wenn  wir  die  absoluten  Coordinaten  der  Masse  m^  mit  x.,  y^^  z^ 
bezeichnen,  so  hat  die  Eräftefonction  (F)  den  Ausdruck 


(1) 


7  = 


(17  =  23,31,12), 


wo  h}  die  Attractionsconstante  bedeutet  und 


(1*) 


r, /  =  {X,  -  xp»  +  (y,  -  y/  +  {z,  -  z)» 
Die  Bewegangsgleichnngen  sind  nim 


(2) 


m. 


(PiCi       dV 


m. 


m 


^~d1} 


dxi 

dyt 

dV 
dXi 


(1  =  1,2,3) 


Es  ist  bei  gewissen  Untersuchungen  vortheilhaft,  die  drei  Co- 
ordinaten mit  demselben  Buchstaben  zu  bezeichnen,  und  es  seien  dann 

^i>  ^2f  ^3  ^^  absoluten  Coordinaten  des  1.  Körpers, 


^49    ^S^   *6       " 


Xyy      Xg,      X^  „ 


» 


l> 


» 


y> 


2. 
3. 


ft 


» 


Der  Symmetrie  wegen  ist  es  dann  angemessen,  die  Masse  des 
ersten  Körpers  mit  m^  oder  m^  oder  m,  zu  bezeichnen,  diejenige 
des  zweiten  Körpers  mit  m^  oder  m^  oder  m^  u.  s.  w.  Setzen  wir 
weiter 
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(3)  yi  =  '»<17.      («-1,2,  ....9) 

80  bekommt  man  fär  die  lebendige  Kraft  1  den  Ausdruck 

(4)  ^=i2-.(1^)'  =  |2iry^ 

Da  nun  die  Ejräftefunction  nur  von  den  Goordinaten,  und  nicht 
explicite  von  der  Zeit  abhängt,  so  ist 

(5)  H^T^F, 

und  die  canonischen  Differentialgleichungen  lauten 

Zu  den  Differentialgleichungen  (2)  oder  (6)  existiren  10  al- 
gebraische Integrale.  Die  Existenz  dieser  Integrale  ist  eine  Folge 
gewisser  Eigenschaften  der  charakteristischen  Function.  Es  ist 
nämlich: 

1)  H  von  der  Zeit  (explicite)  unabhängig.  Hieraus  folgt  das  Inte- 
gral der  lebendigen  Kraft; 

2)  H  von  der  Lage  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  unabhängig^ 
weil  bei  einer  Aenderung  dieser  Lage  die  Werthe  der  Ge- 
schwindigkeiten und  der  Abstände  nicht  beeinflusst  werden. 
Hieraus  folgen  die  6  Integrale  des  Schwerpunktes;  und  end- 
lich bleibt 

3)  V  bei  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  unverändert  Hieraus 
gehen  die  3  Flächenintegrale  herror. 

Wir  wollen  die  genannten  Gesichtspunkte  voUstliiidiger  aus- 
führen. Da  H  die  Zeit  explicite  nicht  enthält,  so  existirt  nach 
I  §  8  das  Integral 

(7)  H  =  Const  =  h , 

das  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  nennt. 

Setzt  man  die  Werthe  fär  T  und  T  in  J7  ein,  so  lautet  dies 
Integral  also 
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oder 

(n 


2  ^'=2^^  +  *. 


2  i-T^ifWi 


i2».,r^r=2 


A;'  iw<  m^ 


+  h 


Wird  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  um  die  Grösse  —  a 
in  der  Richtung  der  X-Achse  verschoben^  so  werden  x^,  x^  und  x^ 
dabei  um  den  Werth  a  yermehrt,  die  übrigen  Coordinaten  aber 
bleiben  unverändert,  und  da  bei  einer  solchen  Verschiebung  H  nicht 
geändert  wird,  so  hat  man 

dH 


0=2 


<=  0  ^*l  +  8i 


und  ebenso  ist 


0  = 


dE 


=  ^     ^^ 


(^  ^^2  +  8»  t'Tt^^S  +  Si 


Nach  (6)  ist  somit 


0  =  2 


dy 


l  +  3< 


«'^2  +  81 


dt 


dt 


dt    ' 


aus  welchen  Gleichungen,  nach  AusftQimng  der  Integration,  folgt 


(8) 


2 


yi+3i  =  «1, 


2  y2+3<  =  öjj 

2 

2  y3+8i  =  flj> 


wo  Oj,  a^  und  a,  drei  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Nimmt  man  indessen  auf  die  Relationen  (3)  Bücksicht,  und  be- 
zeichnet mit  b^,  b^y  £3  drei  neue  Integrationsconstanten,  so  erhält 
man  durch  eine  nochmalige  Integration 


(9) 
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Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  werden  die  SchwerpunkUintegrale 
genannt  Nennen  wir  die  Summe  der  drei  Massen  M  und  die  Co- 
ordinaten  des  Schwerpunktes  X^j  X^,  X^,  so  ist  nämlich 


(10) 


JttX^  =  ^^l  +  Bi^l  +  Sii 
MX^  =  2''*2  +  8<*2  +  8«j 
^^  =  2'''8  +  S<^n  +  3t> 


und  folglich  hat  man  nach  (9) 

(10*)  MX.  =  a^t  +  Ä.      (1  =  1,2,3) 

und  nach  (8) 

r,  =  a,       (1  =  1,  2,  3), 
wo 

(10**)  Y.  =  M^  . 

Der  Schwerpunkt  der  drei  Körper  bewegt  sich  also  gerad- 
linig und  mit  unveränderlicher  Geschwindigkeit 

Da  die  Kräftefimction  V  nur  von  den  gegenseitigen  Abständen 
der  Körper  abhängt,  so  bleibt  sie  bei  einer  Drehung  des  Goordi- 
natensystems  unverändert    Setzt  man  also 

*'l+3i  =  *1+S<> 

*'2+3i  =  *2+8»  COS  (f  —  ars+si sin  y ,       (i  =  0,  1 ,  2) 

^'s+Si  =  ^2+81  sin  (f  +  X8+3i  cos  (f  , 

und  drückt  die  Ejräftefunction  durch  die  neuen  Coordinaten  x\  aus, 
so  hat  man^ 

-Q—  (^  1  >  ^ 2  >  •  •  •  >  * 9)  ~  ^ 
oder 

welche  Gleichung  offenbar  auch  ihre  Gültigkeit  behält,  wenn  man 


^  VgL    Dziobek:      Die    mathematischen    Theorien     der     Planetenbewe- 
gongen.    S.  40. 
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statt  der  gestrichenen  Cioordinaten  die  früheren  Goordinaten  {x^  ein- 
führt.   Es  ist  aber  nach  (5) 

dH  dV 


und  somit  ist 


dxt 


dxt 


^_^/     dH  dH  \ 

Nimmt  man  nun   auf  die  Gleichungen  (6)  Bücksicht,   so   hat 
man  also 


(11) 


"~-ir*  +  '*     dt  8+»*     dt    )' 


Durch  Permutation  erhält  man  zwei  ähnliche  Gleichungen. 
Werden  diese  Gleichungen  integrirt,  so  erhält  man  die  drei 
Flächeninieffrale 


(12) 


^ (*1  +  8i  5^2  +  Si  ""  *J  +  8»  yi  +  8i)  ~  ^8  ' 


WO  c^,  c^,  C3  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

E^rt  man  wieder  die  Bezeichnung  x^,  y^,  z^  für  die  recht- 
winkligen Goordinaten  der  Masse  m^  ein,  so  lauten  die  Flächeninte- 
grale folgendermaassen: 


(12*) 


1' 


'2» 


^8- 


Wird  die  Bichtung  der  Goordinatenachsen  geändert,  so  ändern 
sich  auch  die  drei  Constanten  c^,  c,,  c^,  jedoch  so,  dass  die  Summe 


unverändert  bleibt    Man  kann  die  Bichtung  des  Coordinatensystems 
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so  wählen,  dass  c^^  c^z=z  0.  Die  so  bestimmte  X  Y- Ebene  wird 
von  Laplace  die  unveränderliche  Ebene  genannt,  nnd  wegen  der  Be- 
deutungy  welche  diese  Ebene  ftLr  gewisse  Untersuchungen  in  der 
Störungstheorie  hat,  werde  ich  die  Formeln  zur  «Bestimmung  der 
Lage  dieser  Elbene  ableiten. 

Bei  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  gehen  die  Coordi- 
naten  a:,  y,  z  in  die  neuen  Coordinaten  x,  y\  /  über,  welche  mit 
den  vorigen  durch  eine  orthogonale  Substitution  verbunden  sind. 
Es  sei  also 


(13) 


y  -^cc^x  +  ß^y  +  y^z, 


wo  zwischen  den  Coefficienten  die  sechs  Relationen 


(13*) 


bestehen. 

Man  bekommt  hieraas 


2   _ 


Yi*  +  n'  +  Y* 
«lßl+'>',ßt+«»ß» 


0 


(14) 


,dx' 


-/^  =  09.,,-Ä.44T-^4f) 


d 
d 


I    /  \l    dx  dx\ 


d 
d 


+  («.ft-«.Ä)(-4f-y4^) 


In  den  transformirten  Coordinaten  x\  y\  z  erhalten  die  Flächen- 
integrale die  Form 


(15) 


{   ,  dx'  ,  df/\ 


dt 
dV 


[  ,  dy'         ,d3if\ 


'1> 


'2> 


«^s'. 
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Man  erhält  also  aus  (14),  wenn  man  mit  m.  multiplicirt  and 
die  Ausdrücke  für  alle  Körper  summirt 

und  hieraus  bekommt  man  nach  Permutation  der  Indices  die  drei 
Gleichungen: 

(16)      I      V  =  (/?8yi-Äy8)^l+Ö'8«^l-yi«^8)^8  +  («8/'l-«lÄ)^8. 

Diese  Formeln  können  einfacher  geschrieben  werden.    Man  hat 
in  der  That 

(ßiTs  -  ßsrt?  +  (/?8yi  - ßin)'  +  O^ir»  - ßin)'  = 
=  (/9i*  +  ft'  +  ßz^iri'+r^'+n")  -  O»!  yi  +  ßtn  +  ßsn)^  = 
=  1, 

und  weiter  ist  identisch 

ßx {ßiT»  - ß»rt)  +  ßtiß^Yx  - ßi n)  +  ßsiß, y,  -ß,ri)  =  o, 
riißtU  - ßtn)  +  Yi{ß,Yx  - ßin)  +  Y»(ß, r,  -ß»Yi)  =  o. 

Werden  diese  Gleichungen  mit  den  drei  folgenden 

«1*  +  «,*  +  «,*  =  !, 
<^ßi  +  «tßi  +  "»ßs  =  0, 

aiYi  +  '*trt+«ar»='0 

verglichen,  so  findet  man,  dass 

±«i=ßir»-ßart, 
±o^t  =  ßtYi-ßi7z. 
±"t  =  ßi7t-ßi7i, 

Charukr,  M«ch«nik  des  Himinels.  I.  15 
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wo  linker  Hand  gleichzeitig  entweder  das  Zeichen  Plus  oder  das 
Zeichen  Minus  gelten  mnss.  Wenn  aber  die  beiden  Goordinaten- 
systeme  zusammenfallen  sollen ,  so  müssen  die  Coefficienten  a,  ß,  y 
folgende  Werthe  annehmen: 

«^=+1,      ß,=      0,      n^      0; 
«2=      0,      ft=+l,      y,=      0: 

Hieraus  folgt,  dass  in  den  obigen  Relationen  das  Pluszeichen 
allein  zulässig  ist,  und  demnach  bestehen  die  Relationen 


(17) 


«1  =ß»7»-ßzr»> 

«1  =  A  /i  -  ßi  n  > 
«a  =  ßirt-ßtri, 


ans  welchen  durch  Permatation  sechs  ähnliche  Relationen  folgen. 
Die  Gleichungen  (16)  werden  also 


(18) 


c/  =  a,  Cj  +  /9j  c,  +  y,  C3 , 


welche  Relationen,  mit  (13)  verglichen,  den  Satz  enthalten,  dass  die 
Gonstanten  der  Flächen  —  Cij  Cff  ^n  —  ^^^  ^^^  einer  Drehung 
des  Coordinatensystems  wie  die  Goordinaten  selbst  transformiren. 

Aus  (18)  folgt,  dass 


(19) 


c/»  +  V»  +  c,'»  =  cj«  +  c,«  +  C3*  =  CS 


wo  C  eine  von  der  Lage  des  Goordinatensystems  unabhängige  Con- 
staute  bezeichnet 

Im  Besonderen  kann  man  das  Goordinatensystem  so  drehen, 
dass  Cj'  =  0  =  Cj'. 

Werden  nun  die  Gleichungen  (18)  mit  o^,  a^j  cc^  multiplicirt 
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und  die  Besultate  addirt,  ebenso  mit  ßi,  ß%i  ßt  ^  b.  w.^  so  bekommt 
man  die  drei  Gleichungen 


(18*) 


Cj  =  «j  Cj'  +  a,  Cj'  +  a,  Cg' , 

^%  =  A  ^'  +  A  V  +  A  ^s' » 

^8  =  ^1  <  +  yiV  +  y8V' 


welche  f&r  c^'  «  c^'  r=  0  in  die  folgenden  übergehen 

(19*)   a,«-^==4=,    A«  ^ y^=r  ^ 

Durch  diese  Gleichungen  werden  die  Cosinus  der  Winkel  be- 
stimmt,  welche  die  Normale  der  unveriüiderlichen  Ebene  mit  den 
ursprünglichen     Coordinaten- 
achsen  bildet 

Bezeichnet  man  mit  /  die 
Neigung  der  unveränderlichen 
Ebene  gegen  die  XF- Ebene, 
mit  n  den  Winkel,  den  der 
(auüsteigende)  Knoten  der  un- 
yeriüiderlichen  Ebene  auf  der 
XF-Ebene  mit  der  X-Achse 
bildet,  so  bekommt  man  un- 
mittelbar aus  der  nebenstehen- 
den Figur  19: 

«3  =3      sin  /  sin  J7, 
(19**)      A  =  -  8iD  y  cos  77,  Pig.  19. 

y,  =      cos;', 

und  hat  also  zur  Bestimmung  von  /  und  J7  die  Gleichungen: 


(20) 


tg/7  = 
tg/sinZT« 

tg  ^^  cos  J7  Ä 


15 
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Die  in  diesem  Paragraphen  gemachten  Auseinandersetzungen  be- 
halten unverändert  ihre  Gültigkeit,  wenn  man  statt  nur  drei  Körpern 
eine  beliebige  Zahl  von  Massen  betrachtet,  die  sich  nach  dem 
NEWTOifschen  Gesetz  anziehen.  Man  hat  in  der  That  nur  die 
Summationen  in  (T'^),  (9)  und  (12*)  über  sämmüiche  Körper  in  dem 
System  auszudehnen. 

Nimmt  man  in  unserem  Planetensystem  die  E^ptik  zur  XY- 
Ebene,  so  weiss  man,  dass  die  j-Goordinaten  sämmtlicher  grossen 
Planeten  klein  sind.  Es  folgt  hieraus  nach  (12*),  dass  die  Con- 
stanten c^  und  Cj  im  Planetensystem  kleine  Werthe  haben,  und 
aus  (20)  findet  man  demnach,  dass  die  Neigung  /  der  unveränder- 
lichen Ebene  gegen  die  Ekliptik  klein  sein  muss.  Um  ihre  Lage 
zu  bestimmen,  könnte  man  die  Werthe  der  Coordinaten  und  der 
Geschwindigkeiten  der  Planeten  für  eine  bestimmte  Zeit  in  (12*) 
einsetzen  und  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  der  Massen  die 
Gonstanten  c^,  c^  und  c,  berechnen.  Diese  Berechnung  kann  in- 
dessen einfacher  ausgefiLhrt  werden,  wie  in  einem  der  folgenden 
Paragraphen  gezeigt  wird. 

Die  Bestimmung  der  Lage  der  unveränderlichen  Ebene  ftir 
unser  Planetensystem  ist  zwar  mit  einer  gewissen  Unsicherheit 
behaftet,  da  nämlich  die  Massen  der  Planeten  nicht  genau  bekannt 
sind.  Diese  Ungenauigkeit  ist  indessen  so  unbeträchtlich,  dass  man 
mit  für  praktische  Zwecke  genügender  Schärfe  die  Lage  der  unver- 
änderlichen Ebene  bestimmen  kann,  und  wir  werden  im  Folgenden 
finden,  dass  es  gewisse  Vortheile  gewährt,  die  so  bestimmte  Ebene 
als  XF-Ebene  bei  den  Untersuchungen  über  die  Bewegungen  der 
Körper  im  Planetensystem  zu  benutzen. 


§  2.    Bewegungsglelchungen  fDr  relative  Coordinaten. 

Mittelst  der  bekannten  10  allgemeinen  Integrale  des  Problems 
der  drei  Körper  —  dem  Integral  der  lebendigen  Kraft,  den 
sechs  Schwerpunktsintegralen  und  den  drei  Flächenintegralen  — 
kann  man  die  Ordnungszahl  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung von  18  bis  8  herunterdrücken.    Es  lassen  sich  also,  durch 
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eine  geeignete  Wahl  der  Goordinaten,  die  Bewegongsgleichnngen 
auf  4  Freiheitsgrade  rednciren,  und  wir  werden  diese  Beduction 
später  ihatsächlich  durchfahren. 

Im  allgemeinen  wird  indessen  die  Ordnungszahl  der  DiflFeren- 
tialgleichnngen  aof  dieses  Minirnnm  nicht  gebracht^  In  den  meisten 
Fällen  giebt  man  sich  damit  zuMeden^  die  6  Schwerponktsinte- 
grale  zu  benutzen  und  mit  ihrer  Hilfe  die  Ordnungszahl  von  18 
auf  12  zu  bringen. 

Bezeichnen  wir  mit  ^.  die  Goordinaten  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt^  so  dass 

(1)  I  '»+s«  =  -X.  +  l,  +  8i.  (.  =  0,1,2) 

^8  +  8i  ~  -^  +  b8  +  8n 

SO  ist  nach  §  1  (10) 

(2)  i^^.^sil^si-0     (*=1,2,3), 

und  also  auch 

2'».  +  ,*%^  =  0    (,  =  1,2,3), 
oder 

(3)  2'/.+8i  =  0    (»-1,2,3), 
wenn  gesetzt  wird 

Aus  (1)  erhält  man  nun  nach  (8*)  und  den  Gleichungen  (3) 
und  (10**)  im  vorigen  Paragraphen 

(4)  y.+,*  =  ^^.  +  V.+.i    (*=1,2,  3). 

Wird  dieser  Werth  in  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft 
§  1  (4)  eingesetzt,  so  erhält  man,  unter  Berücksichtigung  von  (3) 

« 

(4n^  ^  y=i2i^,'  +  i2g- 

^  Man  kann  sogar,  wenn  man  die  canonische  Form  aufgiebt^  die  Ord- 
nungszahl auf  7  herunterdrücken.    Vgl.  §  10. 
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Setzt  man  also 

so  wird 

Man  bekommt  also,  wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  in  den  Schwerpunkt  legt,  Differentialgleichungen,  welche  von 
derselben  Form  sind,  wie  diejenigen,  die  f&r  die  absoluten  Coordi- 
naten  gültig  sind. 

Es  muss  indessen  bemerkt  werden,  das  zwischen  den  neuen 
Goordinaten  die  Relationen  (2)  und  (3)  bestehen,  so  dass  von  den 
neun  Goordinaten  |^  nur  6  von  einander  unabhängig  sind.  Man  kann 
also  die  Goordinaten  |^  gegen  sechs  andere  Goordinaten  vertauschen. 
Gewöhnlich  werden  als  solche  die  Goordinaten,  bezogen  auf  eine 
von  den  Massen  als  Anfangspunkt,  gewählt  Solche  Goordinaten 
nennt  man  relative  Goordinaten. 

Nennen  wir  die  drei  Körper  Aj  B  und  C  und  nehmen  wir  C 
als  Anfangspunkt  der  Goordinaten,  wobei  |^,  |g  und  1^  als  Goordi- 
naten von  C  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  angenommen  werden, 
so  sind  die  relativen  Goordinaten 

flir  ^:      I1-I7,       U-h>       Is-Ie; 

W     -^^        §4  ""  b7  »         b6  ""  Ss  >         le  ^  S»  • 

Wenn  diese  relativen  Goordinaten  bestimmt  sind,  so  sind  auch 
die  Werthe  der  Goordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  bekannt 
Man  hat  nämlich  nach  (2) 

=  »^  (li  -  I7)  +  »^4(14  -  ^7)  +  ^^^ 
so  dass  man  mittelst  der  Formeln 

-  ^h  =  »»idi  - 17)  +  ^4(14  -  I7)» 

(6)  I  -  Jf|3  =  m,(|3  -  I,)  +  m,{^,  -  I3), 

-  ^1»  =  »Wsds  -  I9)  +  »«6  de  -  I9) 
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die  Coordinaten,  bezogen  auf  den  Schwerpunkt^  aus   den  relativen 
Goordinaten  berechnen  kann. 

Um   die  Di£ferentialgleichungen  f&r  die   relativen  (Koordinaten 
abzuleiten,  gehen  wir  von  den  Gleichungen 


(7) 


Hl 


<  dt 


dV 


(1=1,  2,  ...,  9), 


welche  mit  (5)  identisch  sind,  aus. 

Werden  die  Massen  von  A,  B  und  C  mit  m^,  m^  und  m^  be- 
zeichnet, so  erhalten  wir  nun  aus  (7) 


(8) 


Hl 


Hl 


m 


d^SfizJll^ 

«       dt* 
dt* 


und 


(8*) 


„  d*(l«-f,) 


ÖF 

f^a 

ÖF 

Öfi 

H»e 

öf,  ' 

ÖF 

f». 

ÖF 

öf. 

me 

rffs' 

dV 

m« 

ÖF 

öf. 

m« 

öf.' 

ÖF 

H(ft 

ÖF 

Öf4 

Wc 

dir' 

ÖF 

m* 

dV 

es. 

me 

öfs' 

dv 

Wft 

ÖF 

Öfe  m,     Öfg 


In  den  Gleichungen  (8)  und  (8*)  kommen  o£fenbar  ntar  die 
relativen  Goordinaten  vor,  da  die  Abstände  zwischen  den  Körpern 
und  also  auch  F  nur  von  diesen  Goordinaten  abhängen. 

Diese  Gleichungen  können  in  canonische  Form  gebracht 
werden,  indem  man,  nach  den  Auseinandersetzungen  in  I  §  8, 

?s  =  Is  -  Is 

u.  s.  w.  setzt,  die  lebendige  Kraft  T  durch  die  Grössen  g^  ausdrückt 
und  die  entsprechenden  canonischen  Goordinaten  p.  durch  die 
Gleichung 
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Pi 


dT 
dqi 


bestimmt,  womit  man  hat 

dqt  __  dH  dpi 

dt  "^  dpi^         dt 


dH 
dqt 


(£  =  1 ,  2  ,  . .  . ,  6) . 


Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  diese  canonischen  rela- 
tiven Coordinaten  aoüsachen. 

Gewöhnlich  bedient  man  sich  indessen   nnr  relativer  Coordi- 
naten, die  nicht  canonisch  sind.    Setzt  man 


(9) 


?i  =  li  -  I7  >       9'4  =  I4  -  I7 ' 

?2  ~  S2  ""  b8  »  ^6  ^  Ss  ""  b8  > 

Js  ~  Ss  "■  S  9  »         ?6  '^  b6  ^  b9  > 


und  combinirt  mit  diesen  Coordinaten  sechs  Grössen  p^  so  bestimmt, 
dass 

(10)  Pi  =  '^i^^     (2=1,  2,...,  6), 

so  können  die  Differentialgleichungen  für  p.  und  q^  zwar  nicht  in 
canonische  Form  gebracht  werden.  Dagegen  können  sie  eine 
Form  annehmen,  welche  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  der  cano- 
nischen Form  hat,  und  deswegen  von  PomcABfi  halbcanonisch  ge- 
nannt wird.^ 

Wir  haben  nämlich 


(11) 

wo 
(12) 


r    = 1 1 


rft, 


n, 


fo6 


»•»/  =  {I4  - 17)»  +  (I«  -  is)'  +  d«  - 1«)* . 

^J  =  (li  -  I7)*  +  (I,  -  Is)*  +  (I3  -  I.)*  > 
»•„»'=  (Ix  -  I4)*  +  (I,  -  l«)'  +  (I3  -  le)S 


welche  Gleichungen  auch  in  der  Form 


^  Bulletin  astronomique  1897. 
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(12*) 


^ai>'^  i9i  -  yj*  +  {9t  -  9b)'  +  {9t  -  96? 


geschrieben  werden  können. 

Um  nun  die  in  (8)  nnd  (8*)  vorkommenden  partiellen  Differen- 
tialquotienten  von  F  zu  bilden,  bemerken  wir  zuerst,  dass 

dV^dV 

für  t  s  1 ,  2 ,  . . . ,  6.    Die  Gleichungen  (8)  und  (8*)  sind  also  von 
der  Form 


(13) 


m 


d*j^ 
'*  df* 

Nun  ist  aber 


fli 


dV  _iiH     dV 
d  qi        wte    ö  f  e  +  * 


(t=:4,   5,   6). 


also 


und  ebenso 


m«  ör 


y  ^6  e  ^«  a 


Weiter  hat  man 


me  dl 


"■  -     -r 


ae 


^6' 


Setzt  man  also 


Qi 


ea 


0, 


(14) 


r.  = 


^,= 


^  ,    ^*^»*       A:*  wtft« 


dq^ 


=       0, 


a  1/n« ?4^ 


•  e 


r»< 


*^'^*(?i?4  +  ?2?5  +  ?8?e)» 


rft, 


y  4-  ^'^«*  4.  *'  *^»' 


ae 


n< 


-rV(yi  y*  +  ?» y«  +  ?8  99)  > 
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80  bekommen  die  Gleichungen  (13)  die  Form 


(15) 


^^^-^     (.-  =  4,5.6). 


Will  man  nun  die  Grössen 

dqi 

einführen,  nnd  setzt 


(16) 


so  bekommt  man  die  ,,halbcanonischen''  Bewegungsgleichnngen  ftir 
relative  Goordinaten 


(17) 


dqi         d  Ha  dpi  d  Ha       /.       i     o     Q\ 


dqi  _   BHt  dpi  _  ^   dHi, 

dt    ~~    dpi   ^         dt    ~'        dqi 


(1  =  4,  5,  6). 


Jeder  Körper  in  dem  System  bekommt  hier  seine  eigene 
charakteristische  Function.  Es  sind  Differentialgleichungen  von 
dieser  Form,  welche  gewöhnlich  den  Untersuchungen  in  der  soge- 
nannten Störungstheorie  zu  Grunde  gelegt  werden.  Dieselben  be- 
sitzen für  rechnerische  Aufgaben  gewisse  Vorzüge,  welche  aber  ver- 
loren gehen,  wenn  es  sich  um  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Bewegungen  handelt  Es  ist  dann  vortheilhafter,  sich  canomscher 
Goordinaten  zu  bedienen. 

§  3.    Canonische  relative  Goordinaten. 

um  ein  canonisches  System  von  Goordinaten  aufzustellen,  wo 
die  relativen  Goordinaten  als  ^-Goordinaten  eingehen,  hat  man  nach 
I  §  8   die   lebendige    Kraft  T  durch   die   ^-Goordinaten   und   ihre 
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Differentialqaotienten  auszudrücken,  und  man  erhält  dann  die  ent- 
sprechenden /^4]!oordinaten  durch  die  Formel 


(1) 


dT 


Nun  ist  nach  §  2  (4*) 


"-*S(^)'^S-(S)' 


Das  erste  Glied  in  diesem  Ausdruck  ist  nach  §  1  (10*)  gleich 
einer  Constante  und  braucht  deswegen  nicht  berücksichtigt  zu 
werden.    Setzen  wir  also 


(2) 


so  ist   die  Aufgabe  zunächst,   die  rechte   Seite   dieser  Gleichung 
durch  die  relativen  (Toordinaten  auszudrücken. 
Man  hat  nun 

li  =  ?i  +  I7 '       I4  =  9'4  +  I7 ' 

S2  ~  ^2  "I"  Ss  *  b6  ~  ^S  "t"  Ss  ' 

I3  =  ?8  +  I9  *       lö  =  ?e  +  I9 


und  nach  §  2  (6)  ist 


(3) 


Also  wird 


(4) 
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Durch  (3)  nnd  (4)  sind  nun  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  durch  die  relativen  Coordinaten  ausgedrückt  Aehn- 
liehe  Formeln  gelten  für  die  Geschwindigkeiten  |/.  Hieraus  er- 
hält man 


(5) 


Nach  (1)  bekommt  man  nun 


(5*) 


Zieht    man   aber  die  Belationen  (4)   in  Betracht,   so   können 
diese  Gleichungen  in  der  Form 


(6*) 


Pi  =  '»,•1/      («*=!>  2,  . . .,  6) 


geschrieben  werden.  Die  relativen  Coordinaten  und  die  absoluten 
Geschwindigkeiten  mit  der  Ma^se  multiplicirt  bilden  also  zusammen  ein 
System  von  canonischen  Coordinaten  für  das  Drei'KÖrperproblem,^ 

Nach  §  2  (2)  hat  man 


und  es  ist  folglich 


^7^7="  ^1  ll  —  ^4  I4 


Man  kann  also  die  lebendige  Ejraft  in  der  Form 


^  PoiNCABi:  Bulletin  astronomique  1897. 
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(6) 


^=^S 


A*  ^  Pi!  ^(Pi  +P4)' 


m. 


fift 


Vle 


schreiben^  wenn  dapS  Zeichen  §  bezeichnet,  dass  die  Summation 
über  die  drei  Coordinatenachsen  ausgeführt  werden  soll«  Wir 
können  statt  dessen  auch  die  Form 


(7) 


2"=iS 


wählen,  wo  gesetzt  ist: 


(7*) 


1 

= 

1 

ffia 

+ 

1 

1 

• 

1 

+ 

1 

1 

1 

IHc 


We 


Die  canonischen  relativen  Coordinaten,  auf  die  Poincah£  zu- 
erst aufinerksam  gemacht  hat,  sind  wegen  ihrer  Einfachheit  von 
grossem  Interesse.  Wir  werden  indessen  in  einem  folgenden  Para- 
graphen finden,  dass  sie  mit  einigen  UnvoUkommenheiten  behaftet 
sind,  welche  man  durch  Anwendung  der  von  Jacobi  eingeführten 
canonischen  Coordinaten  vermeiden  kann. 


§  4.    jACOBi'sche  canonische  Coordinaten. 

In  seiner  berühmten  Abhandlung  „Sur  l'61imination  des  noeuds 
dans  le  probläme  des  trois  corps''  hat  Jacobi  ein  System  von 
Coordinaten  benutzt,  bei  welchem  die  Dififerentialgleichungen  von 
canonischer  Form  werden,  ohne  dass  die  Form  der  lebendigen  Kraft 
geändert  wird.  Sein  Resultat  ist  von  Allegbet  (Journal  de  Math^ 
matiques  pures  et  appliqu6es,  1875)  ftlr  n  Körper  verallgemeinert 
worden.    Der  Gang  dieser  Untersuchung  ist  ungefähr  der  folgende. 

Bezeichnen  wir  mit  1^,  17.,  ^^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Masse  m.,  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfangspunkt  be- 
zogen, so  ist  nach  §  2  {4*),  wenn  wir  von  dem  constanten  Glied  absehen, 
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<■>        ^=  iMi'^h  mh  m' 


und  die  Bewegungsgleichungen  lauten 


(2) 


d'ii    er 

tn.—r-iz  =  "ä —  f 
drji 

dV 


'dt* 
fn,—=-:r  = 


(i  =s  1 ,  2 ,  .  .  . ,  n) 


Zwischen  den  Coordinaten  bestehen  die  drei  Gleichungen 
(3)  0  =  ^m.^.  =  ^m^fj.  =  2m.f.. 

Mittelst  (3)  können  drei  von  den  (Toordinaten  durch  die  übrigen 
ausgedrückt  werden^  und  man  kann  also  in  verschiedener  Weise 
die  3  n  Coordinaten  |^,  f]^,  ^  durch  3  (n  —  1)  neue  Veränderliche 
ersetzen.  Das  Einüachste  ist,  dass  man  die  Relation  zwischen  den 
neuen  und  den  alten  Coordinaten  durch  lineare  Gleichungen  aus- 
gedrückt annimmt    Wir  setzen  nun 


(4) 


Sl  —  ^11  ^1  +  ^2  ^2  "^  •  •  •  +  ^>n— 1  ^n  — 1  » 
ll  =  ^21  *l  +  «21  ^1  +  •  •  •  +  «1'  «-1  ^n-1  » 

in  =  «nl^l  +  «nt^J  +  •  •  •  +  «n>«-l  ^n-1  5 
^1  =  «liyi  +  ^2y2  +  •  •  •  +  «l.n-iyn-l 

u,  s.  w., 

u.  s.  w,, 

so  dass  Xj,  ...,  ar^_i;  yj,   ...,  y„_i;  Zj,  ...,  z^_i   die  neuen 
Coordinaten  bezeichnen. 

Zwischen  den   n(n— 1)  Coefficienten  a^.  können  ebenso  riele 
Relationen  aufgestellt  werden. 

Die    Schwerpunktsgleichungen    (3)   geben   folgende  n— 1    Re- 
lationen: 
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(6) 


stellen  wir  noch  die  Bedingung  auf,  dass  die  lebendige  Kraft 
ihre  Form  (1)  behalten  soll,  dass  also,  durch  die  neuen  Goordinaten 
ausgedrückt,  T  folgende  Form  bekommt 


(6) 


•  -1 


*  1  _  1 


wo  fjL^,  ...,  jLi^_j    constante  Factoren  bezeichnen,  so   erhält  man 
folgende  Bedingungsgleichungen: 


(7)  S'^i^ir«,.  =  0       (r*  =  12,  13,  .  ..,  n-2n-l), 

oder 

(n-2)(n-l) 


Relationen. 


Für  die  Goefficienten  fi^  bekommt  man  den  Werth 


(8) 


M<=  2 "".".!*       (t  =  1,  2,  ...,  n- 1). 


«  = 


Da  nun 


(9) 


dT  _ 


so  bilden  x.,  y^,  z.  mit  fA.x^,   fA^y{,  pL^z^   ein  canonisches  System 
von  Goordinaten. 


Wir  haben  den  Goefficienten  a, . 

^_^^(n-l)(n- 


n(n-l) 
2 


Bedingungen  auferlegt  und  wir  haben  also  noch 


,  -.        n{n  -  1)         n{n  -  1) 
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Bedingungen  zu  unserer  Verfügung.  Man  kann  sich  dieser  Will- 
kürlichkeit bedienen^  um  den  neuen  Coordinaten  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung  zu  geben. 

Es   sei  6^   der  Schwerpunkt  der  beiden  Massen  m^    und   m^, 

&2   der  Schwerpunkt   der   drei  Massen 


Fig.  20. 


den  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems 
von  n  Körpern  bezeichnet  (Fig.  20). 

Es  bedeuten  weiter  Xj,  y^,  z^  die 
Projectionen  der  Linie  m^  m^  auf  die 
Coordinatenachsen;  x^,  y^,  z^  die  Pro- 
jectionen  der  Linie    G^m^  u.  s.  w.,   so 

dass  zuletzt  x^^^,  yn— i'  ^n— 1  ^®  ^0^ 
jectionen  der  Linie  0^_^m^  auf  die 
Coordinatenachsen   bezeichnen.     Setzen 


wir  nun 


(10) 


c,  =  m 


1  > 


ö".   = 


m 


i> 


»  = 


so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt 
die  folgenden  Ausdrücke 


(11) 


ii=- 
&  = 


i»  = 


gl 


X.    — 


ar,  — 


m. 


m. 


'2 


^2- 


'8 


'2 


n  — 1  ' 


•  •  .  *~~  iC 


n  — 1  ' 


n— 1  ' 


^!^Z       .-^X 


'«  — 1 


'n  — 2 


'«  — 1 


n  — 1  ' 


n  —  1 
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Man  findet  nach  einer  kleinen  Bechnong,  dass  die  Bedingungs- 
gleichungen (5)  und  (7)  hier  erftdlt  sind.  Für  die  Coefficienten  pL^ 
bekommt  man  die  Werthe: 


(12) 


fit*  fHm  fita 


Die  Bewegungsgleichungen    f&r  die  jAOOBi'schen  (Toordinaten 
sind  nun 


(18) 


tPXi 


dv 

dyi^ 
dV 


(t=l,  2,  .•.,  n-1) 


welche  man  auch  in  canonischer  Form  schreiben  kann, 
zu  dem  Zweck 


Man  setzt 


(14) 


und 


(14*) 


r 


-1) 


und  erhält  dann 

(15) 

' 

dqt  _       dH 
dt  ~~        dpi^ 

dpi            dB 

dt  ~       dqi  ' 

(i  =s  1 ,  2 ,  . . , ,  n  —  1) 


wo 

oder 

(16) 

Chabldbb,  Mechanik  des  Himmela.  I. 


H^T^  r, 


n-l 


k^mttnj 


Jf^^-^iP\i-»+A>-i+PM)-^      r,^ 


16 
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§  5.    Variation  der  Constanten.    Canonleche  Elemente. 

Wenn  in  dem  EVoblem  der  n  Körper  eine  der  Massen  sehr 
gross  ist  im  Verhältnis  zu  den  anderen,  so  ist  der  Einfloss  der 
letzteren  anf  einander,  wenigstens  Air  kürzere  Zeiten,  verhältniss- 
mässig  klein,  und  man  kann  eine  genäherte  Auffassung  der  Be- 
wegung erhalten  —  wohl  bemerkt  wenigstens  f&r  eine  kurze  Zeit  — , 
wenn  man  nur  die  Anziehung  der  grossen  Masse,  im  Folgenden 
kurzweg  als  die  Satme  bezeichnet,  auf  die  übrigen  berücksichtigt  und 
die  Anziehung  der  kleinen  Massen  auf  einander  vorläufig  ausser 
Acht  lässt  Die  Bahnen  der  kleinen  Massen  werden  dann,  in  der 
ersten  Annäherung,  Kegelschnitte,  in  deren  einem  Brennpunkt  sich 
die  Sonne  befindet  Will  man  nun  auch  die  Anziehung  der  kleinen 
Körper  auf  einander,  und  auf  die  Sonne,  in  Betracht  ziehen,  so 
kann  dies  in  der  Weise  geschehen,  dass  man  die  Elemente  der 
Kegelschnitte,  welche  man  in  der  ersten  Annäherung  erhielt^  als 
veränderlich  betrachtet,  und  die  Veränderungen  derselben  so  be- 
stimmt^ dass  die  wahre  Bewegung  der  Körper  wiedergegeben  wird. 

Allgemeiner    aufgefasst    können    wir    dies    Princip,  das    von 

Lagbangb  in  die  Astronomie  eingefiihrt  worden   ist  und  mit  dem 

Namen   Methode   der   Variation   der  Constanten  bezeichnet  wird,   so 
ausdrücken,  dass  man,  um  die  Differentialgleichungen 


(1) 


dt  ^       dpi^ 

(f  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1) 
dpi  ^       dH 

dt  dqt 


ZU  integriren,  zuerst  einen  Theil  —  H'  —  von  der  charakteristischen 
Function  absondert  und  die  Differentialgleichungen 


(2) 


dqi  _       dH' 

dt  ""       dpi' 

(1=1,2,  ...,n-l) 
dpi  dH' 


dt  dqi 

integrirt     Man   bekommt  somit  die  Goordinaten  q^  und  p^  durch 
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die  Zeit  und  2  (n  —  1)  Integrationsconstanten  —  Parameter  —  aus- 
gedrftckt  Diese  Bahn  wird,  nach  QyldIbs,  die  intermediäre  Bahn  ge- 
nannt Wenn  man  dann  die  Parameter  dieser  Bahn  als  veränderlich 
betrachtet,  kann  man  für  dieselben  2(n  —  1)  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  ableiten,  welche  den  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (1)  vollständig  entsprechen. 

Werden  im  Besonderen  die  Gleichimgen  (2)  mittelst  der 
Hamilton  -  jACOBi'schen  Methode  integrirt,  und  die  dabei  auf- 
tretenden Integrationsconstanten  als  veränderliche  Parameter  be- 
trachtety  so  werden  nach  I  §  10  die  Differentialgleichungen  für 
diese  Parameter  von  canonischer  Form,  und  können  unmittelbar 
hingeschrieben  werden.  Die  betreffenden  Parameter  werden  cano- 
nische  Elemente  genannt. 

Betrachten  wir  das  Problem  der  drei  Körper,  und  wählen  wir 
als  Goordinaten  die  jACOBi'schen  Goordinaten  von  §  4,  so  ist 


(3) 


^^Ti;^p^*+p**+p*')  +  -T-^(p**+p>*+p*') 


2  ^• 


wo  nach  §  4  (12) 


(4) 


i*ma 

m^        k* 

IW«  fw« 

rn 

rem 

h^ 

Wtft  +  wie 

t 

1    — 

W»a(»»6  + 

nie) 

rmb 


Wt,  +  fWft  +  fW« 


Werden  die  absoluten  Goordinaten  (oder 
die  Goordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt) der  Masse  m.  mit  1^  17^  ^  bezeich- 
net, und  die  absoluten  Goordinaten  des 
Schwerpunktes  ff  der  beiden  Massen  m^ 
und  m^  mit  |^,  17^,  f^,  so  ist 


ff^C 


Fig.  21. 


(5) 


^1  =  Ift  -  Ic  >  ft  =  ^6  -  %>         ?8  =  ^  -  ?«5 

^4  =  la  -"  ig>  96'=^a'^%>  ^6  =  ?a  —  ^"^5 


tfv<r 


SO  dass  q^,  q^j  q^  die  relativen  Goordinaten  von  m^  in  Bezug  auf 

16* 
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m^  als  Anfangspunkt,  q^,  q^,  q^  die  relativen  Coordinaten  von  m^  in 
Bezug  auf  ff  als  Anfangspunkt  sind. 
Es  ist  also 

(6)  { 

Weiter  ist 


r'-q,'  +  q,'  +  9^' 


ah 


r\a  +  r\.-2rr,C09(p, 


ga 


gh 


ga    gh 


WO 


und  ausserdem  ist 


(6*) 


I»         -SS  - f 


9^       tHc  +  mt 


he» 


so  dass 


'■'«- = (»..TmJV + ?»' + ?»")  +  ?** + ?•'  + 1» 


(6**) 


2 


+ 


2f7lfr 


frtc  +  »»6 


(?i  ?4  +  9t9B+  9»  9e)  > 


•'-  =  (-whiir)'  ^^^'  +  ?«•  +  ?»')  +  ?*•  +  9^'  +  ?•• 


2m, 


"     m.+W  ^9i9,  +  g295+939e)' 


Ist  eine  von  den  Massen,  z.  B.  m^,  sehr  gross  im  Verhältniss  zu 
den  beiden  anderen,  so  findet  man,  dass  genähert 


^\a  =  ^4*  +  95*  +  ?6*  =  ^* 


gaf 


und  hierauf  gründet  man  die  Einführung  der  gewöhnlichen  Form 
einer  intermediären  Bahn,  der  sogenannten  EEPLEB'schen  Ellipse. 
Man  setzt  zu  dem  Zweck 


(7) 


H=E'  +  H", 


wo  H'  so  gewählt  wird,  dass 


§  5.     Variation  der  Constanten,     Canonische  Elemente.         245 


(8) 


ir  = 


]rAPi'  +  Pi*  +  Pz")  +  2^.  (Pi*  +  Ps'  +  Pe*) 


2^ 


ik*  »tfe  »te 


k*  fif ,  »te 


und  also 
(8*) 


V«i'  +  fe*  +  ?.•     V?«' +  ?.'  +  }.*' 


ga 


em 


Die  intermediäre  Bahn  wird  durch  die  Differentialgleichungen 


(9) 


dt  dpi 

dpt  ^_  dW 
dt  dqi 


(t«l,  2,  ...,  6) 


bestimmt 

Diese  Differentialgleichungen  zerfiedlen  von  selbst  in  zwei  ge- 
trennte Systeme.  Das  eine  erhält  man,  indem  der  Index  t  die 
Werthe  1,  2,  3  annimmt»  das  andere  f&r  i=4,  b,  6.  Die  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  q^,  q^,  q^\  p^,  p^,  p^  einerseits  und  anderer- 
seits von  q^,  q^,  q^;  p^,  p^,  p^  werden  von  derselben  Form. 

Betrachten  wir  die  Gleichungen 


(10) 

wo 
(10*) 


dqi 
dt   "* 

dpi  __ 
dt  "" 


dpi 
dqt 


(»=1,  2,  3) 


a.-äl;(..'  +  ft'  +  ft")-j^^^. 


SO  kann  nach  I  §  9  ihre  Lösung  aus  der  partiellen  Differentialglei- 
chung 


(11) 


abgeleitet  werden.  Ist  nämlich  W  eine  Function  ron  q^,  q^  nnd  ;,, 
welche  diese  Gleichung  befriedigt  nnd  welche  ausser  der  Con- 
stanten Aj  zwei  unabhängige  Parameter  A,  und  A,  enthält,  so  hat  man 
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(11') 


<  +  yi  = 


r,'= 


n  = 


dW 

d  w 

dh, 

d  W 


wo  ^j,  }',,  X,  die  neuen  Integrationsconstanten  bezeichnen, 
dem  ist 

(in  ''*=4^   (.•=1.2.3). 

Wir  setzen  nun 


Ausser- 


(12) 


B^  =  k^nu  m^iu  = 7 


so  dass  die  Gleichung  (11)  also  lautet: 

Die  Integration  dieser  Gleichung  haben  wir  in  IV  §  2  mit 
Hilfe  des  Theorems  von  Staokel  ausgef&hrt  Die  gewöhnliche 
Methode,  diese  Integration  auszuführen,  ist  die  folgende. 

Zuerst  f&hrt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polar- 
coordinaten  ein,  indem  man  setzt 


(13) 


9j  =  r  cos  (p  cos  ö , 
^2  =  r  cos  9)  sin  d , 
93  =  rsin9, 


wo   '^  =  y9i*  +  9i*  +  y8*  ^^^   erhält  dann   statt  (12),   indem   wir  ß 
und  fu  statt  ß^  und  |a^  schreiben. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 


( 


dwy 

S9  )  ^ 


d>(4?r-[-(w+^+^''*.i' 
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80  findet  masi,  dass  man  die  Variabein  separiren  kann,  und  schreiben 

r-rj(r)+r,{9r>)+r,(ö). 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  h^  und  h^  zwei  willkürliche  Gon- 
stanten^  so  können  wir  offenbar  die  folgenden  drei  Gleichungen 
ansetzen: 


cos 


so  dass 


(15) 


Ich  habe  die  Integrationsconstanten  mit  A,*  and  A,'  bezeichnet^ 
weil  sie,  wie  in  IV  §  4  entwickelt  wurde,  nothwendigerweise 
podtiy  sein  mttssen.  Die  unteren  Grenzen  der  Integrale  können 
willkQrlich  gewählt  werden. 

Nach  (11*)  erhalten  wir  nnn 


(16) 


t  +  ri  = 


Cdr 

'in 


W 


r  <p 


ys  =  - 


^  j  CM*q>Y0  ' 


0 
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wo 


(16*) 


S=^  +  2fih,- 


*.' 


0=V- 


*«• 


C08*9> 


Die  intermediären  Integrale  lauten: 


(16*^ 


dr 
dt 

d<p 


^yr, 


f^r'^^l/W, 


=  A,. 


Wie  in  IV  §  4  schliessen  wir  hieraus,  dass  r  einen  Minimal- 
werth  (r,  =s  a  (1  —  e))  und  einen  Maximalmerth  (r^  =  a(l  +  e))  haben 
muss  und  zwischen  diesen  Grenzen  periodisch  schwankt  Für  die 
Länge  der  Periode  erhält  man  den  Werth 


27  = 


-"/Ä 


w 


oder,  nach  AasfOhrong  der  Integration, 


(17) 


Die  mittlere  Bewegung  n  bekommt  also  folgenden  Werth 


(in 


71  I? 


Diejenigen  Bahncurven,  welche  durch  die  Gleichungen 


dqi    _ 

dt 

dpi    _ 


dpi 
dqt 


(t  =  l,  2,  ...,  6) 
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definirt  sind,  wo  H'  durch  (8)  gegeben  ist,  sind  also  Kegelschnitte 
—  in  denjenigen  Fällen,  die  uns  hier  besonders  interessiren,  sind 
diese  Kegelschnitte  immer  Ellipsen  —  und  zwar  wird  m^  eine 
Ellipse  beschreiben,  in  deren  einem  Brennpunkt  die  Masse  m^  liegt» 
und  m^  eine  Ellipse,  deren  Focus  im  Schwerpunkt  der  beiden 
Massen  m^  und  m^  gelegen  ist 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (16)  mit  den  entsprechenden 
Gleichungen  IV  §  4  (21),  so  findet  man,  dass  in  den  letzteren  Glei- 
chungen überall  (a  steht»  wo  in  (16)  ß*  vorkommt  Die  Ausdrücke 
für  die  canonischen  Elemente  h^,  h^  u.  s.  w.  werden  demnach  leicht 
aus  IV  §  4  (28)  abgeleitet,  und  man  erhält 

(18)1  ^^^^'     Ä,  =  /9y^(n:^,     A3  =  /9]^rä-:::^cosi, 

Der  obige  Werth  für  h^  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  be- 
achtet» dass  die  Summe  der  beiden  Wurzeln,  r^  und  r^  der  Glei- 
chung 

Ä  =  0 

gleich  2  a  sein  soll,  und  andererseits  ist 

woraus  der  obige  Werth  hervorgeht 

Je  nachdem  es  sich  um  die  Bewegung  der  Masse  Ä  oder  der 
Masse  B  handelt,  bekommen  nun  die  in  (18)  vorkommenden  Gon- 
stanten  ß  und  ^i  verschiedene  Werthe.    Es  ist  nämlich  für 

die  Masse  A: 


(19) 


und  also 


w»a(fnfe  +  mj 

p  *=  k^m  m  u   ^=  ^ -f 
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(19*) 


K. 


ib'  m.  fite 


2a 


»»«  = 


1/ 


♦We(wi«  +  Wl»  +  *»*)       k     , 


WI5  +  fWe 


%' 


and  /ur  <fi«  Masse  B: 


^90^ 

*           W»6  +  Wie 

v^^; 

/S*  =  Ä*  m,  m .  iu  = ^ — ^ 

and  hieraas 

(20*) 

,                i*  191»  m« 

Die  mittlere  Bewegung  des  Körpers  B  ist  also  in  dieser  An- 
näherung von  derselben  Form^  die  man  erhalten  würde,  wenn  der 
Körper  A  nicht  existirte. 

Die  elliptischen  Bahnen,  welche  wir  fiLr  die  beiden  Körper  A 
und  £  gefunden  haben,  können  wegen  der  Grösse  der  Masse  C 
und  der  hieraus  hervorgehenden  Kleinheit  der  Differenz  H^H'  bei 
Constanten  Werthen  der  Elemente  als  eine  erste  Annäherung  an 
die  wahren  Bahnen  benutzt  werden,  wenn  es  sich  nur  um  eine  kurze 
Zeit  handelt  Werden  aber  die  Elemente  als  veränderlich  be- 
trachtet, so  können  diese  Veränderungen  so  bestimmt  werden,  dass 
die  vollständigen  Gleichungen  (1)  des  Problems  der  drei  Körper 
erftült  werden.  Wie  in  I  §  10  gezeigt  wurde,  werden  die  Diffe- 
rentialgleichungen für  diese  veränderlichen  Elemente  sehr  einfach, 
wenn  man  die  bei  der  Integration  der  Hamilton -jACOBfschen 
Differentialgleichung  auftretenden  Gonstanten,  welche  aus  diesem 
Grund  canonische  Elemente  genannt  wurden,  als  veränderliche 
EHemente  einführt     Setzt  man  nämlich 


(20) 
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und 
(20*) 


^0  ^a^  ^la  ^  ^'  ^*  ^^  durch  (18)  bestimmten  canonischen  Ele- 
mente der  Masse  ^;  A^^,  A,^  n.  s.  w.  die  canonischen  fUemente  der 
Masse  £  bezeichnen,  so   sind  nach  I  §  10  durch  die  Gleichungen 


(21) 


dt  "        dki   ' 

(1=1,  2,  ...,  6) 
dki dH'' 

dt  difi   ' 


WO  H"  =  H  --  H',  die  Veitoderungen  der  Elemente  h.  und  y^  ge- 
geben, und  zwar  ersetzen  diese  Gleichungen  vollständig  die  allge- 
meinen Gleichungen  (1). 

Werden  die  elliptischen  Elemente  des  Körpers  B  mit  a,  e, 
i,  t„,  n,  ii  und  die  entsprechenden  EHemente  des  Körpers  A  mit 
a,  e,  {y  t^j  n\  Q!  bezeichnet,  so  sind  die  canonischen  Elemente 
A.  und  ;".  (t  =  1 ,  2  y  . . . ,  6)  mit  den  elliptischen  Elementen  durch 
folgende  Formeln  verbunden: 

und 

1*4  —  2^'    h^ß'^finX^^,    A,  =  /?'yi'(r::öco8,', 

wo 

und  ßj^,  fij^  \x.  s.  w.  durch  die  Formeln  (19)  und  (20)  bestimmt  sind. 

Wollte  man  die  Differentialgleichungen  der  elliptischen  Ele- 
mente  der  intermediären  Bahn   ableiten,   so   geschieht  das   leicht, 
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indem  man  den  durch  (21*)  und  (21**)  bestimmten  Zusammenhang 
zwischen  den  elliptischen  und  den  canonischen  Elementen  berück- 
sichtigt. Es  ist  indessen  Yortheilhafber^  die  canonischen  Elemente 
zu  behalten^  eben  weil  die  Dififerentialgleichungen  fär  dieselben  von 
canonisoher  Form  sind. 

Es  ist  indessen  zweckmässig,  zwei  Paare  der  canonischen 
fUemente  gegen  andere  zu  vertauschen,  die  aber  auch  canonisch 
sind.  Es  sind  dies  die  Elemente  (A^,  y^  und  (A^,  y^.  Man  hat 
nämlich 

fia'* 
2fih 

WO  unter  h  hier  entweder  h^  oder  h^  verstanden  wird.  Folglich 
hat  man 

Nun  werden  aber  die  Coordinaten  der  Körper  A  und  B,  wie  in 
IV  §  9  gezeigt  wurde,  periodische  Functionen  der  Grösse  n{t  +  y), 
und  können  nach  den  Cosinus  und  den  Sinus  dieses  Winkels  ent- 
wickelt werden.    Es  ist  dann  ersichtlich,  dass  in  der  Formel 


d^i  _  dW 
dt  ""    dhi 

für  z  =  1  und  t  =  4  rechter  Hand  Glieder  auftreten  werden,  welche 
mit  der  Zeit  multiplicirt  sind  (da  nämlich  h^  oder  h^  in  n  ein- 
gehen). Solche  Glieder  sind  aber  aus  verschiedenen  G^ichtspunkten 
unbequem  und  können  in  diesem  Falle  leicht  vermieden  werden. 
Schon  Laplace  und  Lag&ange  haben  aus  diesem  Grunde  andere 
Elemente  eingef&hrt,  bei  welchen  diese  Glieder  nicht  auftreten. 
Für  die  canonischen  Differentialgleichungen  (21)  ist  dieser  Element- 
wechsel zuerst  von  Delaunat  (Theorie  du  mouvement  de  la  lune,  I) 
ausgeführt  worden. 

Wir  setzen  nämlich 

(22)  l^n{t  +  y,). 
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Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen 


80  ist  ja  offenbar 


dt  dri  '      dt  "^  dßn' 


BE"       dH"      dl  dH" 

n 


dfi  dl      difi  dl 

und  also 

(23)  ^  =  -«^- 

Weiter  hat  man 

12*)         4f-«('+^)+('+''.>liew 

Bezeichnen  wir  aber  mit 


Id  E''\ 


den  Differentialquotienten  von  H"  in  Bezug  auf  h^j  ineofem  h^  in  n 
nicht  vorkommt,  so  ist 


dh^ 
Da  nun 


•    ldH''\    ,dE''.  ,      .  dn 


df  _dE" 
dt         dh^  ' 


so  bekommt  man  aus  (24) 


dl  ,       (dE"\   .      dE''^  ,      V  ön    ,   .^^     .Bn  dh^ 

oder  nach  (23) 

/oRx  dl  ^     (dE"\ 

Durch  (23)  und  (25)  ist  das  Problem  gelöst    Wir  können  aber 
durch  Einfuhrung  einer  Function 

(26)  i  =  /9yä 
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die  Gleichungen   etwas   verein&chen  nnd  gleichzeitig  mehr  symme- 
trische Formen  gewinnen. 

Es  ist  nun 
oder 

SO  dass 

(27)  »  =  ;5i- 


Es  ist  also 


_     dH"  _dh^  _    ^    dL  _     dL 
^    dl    "dt  "  fiL*   dt  ""**  dt  ' 


und  demnach 

(28)  17  =  -^ 

Weiter  hat  man 


so  dass  wir  also  statt  (23)  und  (25)  erhalten 

dL  dH" 


(29) 


dt  "        dl    ' 
dl  ,    (dH''\ 


dt 


WO  die  Parenthese  um     >  .    weggelassen  werden  kann,  wenn  man 

nur  in  Betracht  zieht^  dass  die  Differentiation  in  Bezug  auf  L^  inso- 
fern diese  Grösse  nicht  in  n  vorkommt^  geschieht 

Die  Gleichungen  (29)  können  in  canonischer  Form  geschrieben 
werden^   wenn  man  die   charakteristische  Function  etwas  abändert 

Setzt  man 

(30)  -2F1?  +  ^"  —  ^' 

in  welchem  Falle 
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dF         ,  öjar" 


80  bekommt  man  nämlich  statt  (29)  die  Gleichungen 


dL 

dt 


dF 
TT' 


dl 
dt 


dF 
BL 


In  derselben  Weise  werden  die  ü^emente  h^  und  y^  gegen  neue 
canonische  Elemente  vertauscht 

Wir  fähren  also  eine  charakteristische  Function  von  folgender 
Form  ein 


(31) 


F^-^^—  +  - 


-Ä". 


Bezeichnen  wir  nun  die  Elemente  der  Bahn  von  B  mit  Z,  G, 
H,  l,  ffj  h  und  die  entsprechenden  Elemente  der  Bahn  des  Körpers  A 
mit  Z\  ff,  H\  V,  ^,  A',  so  erhalten  wir  folgende  Diflferential- 
gleichungen: 


(32) 


(32*) 


wo 


(32*0 


dL       dF 
dt  ^  dl  ' 

dl 
dt 

BF 
^^  dL' 

dO       dF 
dt  ^  dg' 

dg 

dt 

dF 

■"      dQ' 

dH       BF 
dt  "  dh' 

dk 
dt 

dF 
="""  dh' 

du       dF 
dt  ^  dV  ' 

dl' 
dt 

dF 
"      dL'' 

dff      dF 

dt  "^  d^' 

dff 
dt 

dF 
"^      dO'' 

dW      dF 
dt  ~~  dk'' 

dh' 
dt 

BF 
""      dW' 

i=/9V^, 


G=/9ya(l-«»), 


g  '»n  —  Q, 


E=ßya{\-e^co»i,      h==Q, 
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(32***) 


L'^ß'}fd, 


Ö'=/9'}V(l-c'«), 


Zr'=/9'ya'(l_e'«)C08J',     A'=ß'. 


Um   alles  beisammen  zu  haben,  f&hre  ich  noch  die  Werthe 
von  ß  und  /?*  an.    Es  war 


(83) 


ß  = 


k  iWfc  nie 


z^"*--!/! 


(Wft  +  We) 


+  W»6+»»a 


Die   mittleren  Bewegungen   sind   durch  die  Formeln  (19*)  und 
(20*)  gegeben.  1 

Für  die  in  (32)  und  (32*)  eingehende  charakteristische  Func- 
tion F  erhalten  wir  nach  (3)  und  (8*)  den  folgenden  Ausdruck: 


fOA\        jp  __        y  ,         ß'*         ,    ^* Wg m6    ,    A;* füg  m< 


ife*  ffia  inc 


2fiV 


2/L' 


oft 


ea 


0« 


Die  Function  /"  wird  gewöhnlich  „Stärunffsfunction"  genannt. 
Die  zwei  ersten  Glieder  in  obigem  Ausdruck  sind  nach  (33)  und 
(4)  von  der  ,,Ordnung  der  störenden  Massen^',  die  übrigen  Glieder 
von  der  Ordnung  des  Quadrates  der  kleinen  Massen  m^  und  m^. 


§  6.    Variation  der  Consianien  bei  relativen  Coordinaien. 

EEPLEB'sche  Ellipsen  können  als  intermediäre  Bahnen  bei  den 
gewöhnlichen  oder  den  canonischen  relativen  Coordinaten  ebenso- 
wohl wie  bei   den   jACOBi'schen  Coordinaten  benutzt  werden.     Die 


^  Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Elemente  H  und  H' 
nicht  mit  den  charakteristischen  Functionen  mit  denselben  Bezeichnungen  ver- 
wechselt werden  dürfen. 
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geometrische  Bedeutung  dieser  Bahnen  wird  aber  verschieden, 
obgleich  der  Unterschied  zwischen  ihnen  immer  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Massen  ist  In  formaler  Hinsicht  liegt  der 
unterschied  in  den  verschiedenen  Werthen  der  Gonstanten  ß  und  ß' 
und  der  Function  F.  Das  heisst,  man  kann  die  Formeln  (32)  und 
(32*)  für  die  EHementenstörungen  benutzen  und  braucht  nur  den  in 
(82**)  und  (32***)  eingehenden  Constanten  ß  und  ß"  und  der  Störungs- 
function  F  andere  Werthe  zu  geben.  Im  Besonderen  giebt  es  bei 
gewöhnlichen  relativen  Coordinaten  für  jeden  Körper  eine  besondere 
Störungsfunction. 

Betrachten  wir  zuerst  die  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten. 
Nach  §  2  (17)  gelten  für  diese  die  halbcanonischen  Differential- 
gleichungen 


(1) 


dqt 
dt 

dqi 
dt 


dpi  __ 
dt  "" 

dpt  __ 
dt  "" 


dqi 
dqi 


(1  =  1,2,3), 
(t«4,5,  6), 


wo  die  Ausdrücke  für  H^  und  Hj^  in  §  2  (16)  gegeben  sind.    Indem 
wir  nun  setzen 


(2) 


H  ^H'  +  H", 

a  a     *         a  ' 


wählen  wir  die  Functionen  H'  und  H*  in  solcher  Weise,  dass 


(3) 


WO 


^•'  =  2lJ^** 

A5'm.(m.  +  mj 

1      ® 

um    nun    die    Differentialgleichungen    f&r    die    EsPLEB'schen 
Ellipsen 

Chabuxr,  Meehanik  dee  Himmels.  L  17 
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(4) 


dqi        dHJ 
dt  °^    dpi   ' 

dpi         d  h: 

dt   ~        dqi 

(*-l,  2, -8), 

dqi        dHt' 
dt  "^    dpi   ' 

dpi   _        ÖJ?»' 
dt               dqi 

(t  =  4,  5,  6), 

m,    wird  man 

i  nach   der  Methode  von   Hamil' 

Jacobi  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  folgenden 
Form  geführt: 

einer  Differentialgleichung  also  genau  yon  der  Form  (14)  im  vorigen 
Paragraphen.    Die  Constanten  ß^  und  fji  haben  hier  folgende  Werthe: 

jPSr  die  Mtuse  A: 


(6)  { 


Für  die  Masse  B: 


(6*)  { 


/»««ÄX'K  +  '^e) 


Die  bei  der  Integration  von  (5)  auftretenden  canonischen  Ele- 
mente werden  durch  die  Formeln  §  5  (21*)  durch  die  elliptischen 
Elemente  ausgedrückt,  und  führt  man  zuletzt  die  DELAüNAY'schen 
Elemente  ein,  so  erhält  man  die  Differentialgleichungen  §  5  (32) 
und  (32*). 

Die  Störungsfiinction  bekommt  hier  folgende  Form: 

Für  die  Masse  Ä: 

Für  die  Masse  B: 
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FQr  die  mitüeren  Bewegungen  hat  man  den  Ausdruck  §  5  (17*) 


ß 


ß" 


und  also 


(8) 


1 

fi  a*'*        fA  I? 

Betrachtet  man  endlich  die  ccmanischen  relativen  Coordinaten, 
80  hat  man  fbr  diese  nach  §  3  fbr  die  charakteristische  Func- 
tion den  Ausdruck 


i») 


*=TS(Sf  +  ^  +  ^)-''- 


WO  m^',   iWj',   und  m/   durch  §  3   (7*)  gegeben   d 
function  T  hat  nach  §  1  (1)  die  Form 


Die  Eräfte- 


(»*) 


r   = 1 z +  " 


Tta 


Uh 


Wir  setzen  nun 


(10) 
wo 

(10*) 

80  dass 

(i(n 


H^H'  +  H'+H", 


H' 

a 


^»' 


~    9  O  f»  ' 


2  'Jm,' 


*• 

ffte  ffln 

n. 

*• 

IWft  Hl« 

n« 

Jfc« 

f7lii  fTIfr 

Die   EüSPLEB'schen  Ellipsen  werden  demnach  in  diesem  Falle 
durch  die  Differentialgleichungen 


17 
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dqt        dH^'  dpi  d  EJ        ,.      i      o     q\ 


(11) 


dt 

dqi 
dt 


dPi 
dt 


dt 


dpi  __ 


dt 


dqi 
dqi 


(t=4,  5,  6), 


bestimmt,    und   wir  werden   wieder  zu   der  Betrachtang  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

gef&hrt,   wo   nunmehr  die  Constanten  ß^  und  fjL  folgende  Werthe 
haben: 

Für  die  Masse  Ä: 


(12) 


M.  = 


/?,*  = 


m     =s » 


a       a     t 


tna  +  Wie 


lür  die  Masse  B: 


(12*) 


^     "~  Wtft  +  IWc  ' 


Ä*'=**<'^»^. 


k*  mt*  m^ 

Wlft  +  wie 


Die  Differentialgleichungen  der  DsLAüNAY'schen  Coordinaten 
nehmen  die  Form  §  5  (32)  und  (32*)  an,  und  die  mittleren  Be- 
wegungen bekommen  folgende  Ausdrücke: 


(13) 


Wie 

ifeV»n»  + 

• 

Wie 

genau  wie  in  dem  Falle,  wo  es  sich  um  gewöhnliche  relative  Coordi- 
naten handelte.  Die  EEPiasB'schen  Ellipsen  sind  aber  in  den  beiden 
B^ällen  nicht  identisch,  wie  aus  den  Werthen  (6)  und  (12)  für  die 
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CoDstanten  ß  und  fi  hervorgehi  Sie  unterscheiden  sich  am 
Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Massen.  Wir  werden  in 
einem  der  folgenden  Paragraphen  Gelegenheit  haben,  den  unterschied 
zwischen  den  canonischen  und  den  gewöhnlichen  Coordinaten  näher 
zu  formulieren. 


§  7.    Die  Integrale  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen  unter 
Anwendung  von  verschiedenen  Coordinaten. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  canonischen  relativen  Coor- 
dinaten und  flir  die  jAOonfschen  Coordinaten  waren  yon  der  Form 

(^)  -dj-^jyr    -dt  —  ö^    (t  =  i,2, ...,  6). 

Da  nun  H  in  beiden  Fällen  die  Zeit  expUcUe  nicht  enthält  und 
die  charakteristische  Function  H  also  nur  von  den  Coordinaten  p^ 
und  q^  selbst  abhängig  ist,   so  erhält  man  aus  (1),   indem  man  die 

Gleichungen  mit  -^  und  —  -^  multiplicirt  und  die  Resultate  ad- 

dirt,  das  Integral 

(2)  H  =  Const 

oder  das  Integral   der  lebendigen   Kraft,  welches  nun   also   nach 
§  4  (16)  und  §  3  (7)  die  folgende  Form  hat: 

In  Jaoobi  sehen  Coordinaten: 

In  canonischen  relativen  Coordinaten: 

WO   die  Summationen  über  die   drei  Coordinatenachsen   ausgeführt 
werden  müssen. 
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Für  die  jACOBi'schen  Coordinaten  hat  man  nach  §  4  (14*> 


80  dass  man  also,  statt  (3),  auch  schreiben  kann 


(3*) 


H)' + m + m]]  - 


d 
d 


y+h, 


wonach  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  hier  denselben  Ausdruck 
hat  wie  bei  absoluten  Coordinaten^  nnr  dass  die  Massenfactoren  hier 
einen  anderen  Werth  haben. 

Will  man  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  durch  die  gewöhn- 
Uchen  relativen  Coordinaten  ausdrücken,  so  hat  man  in  (4)  die  Aus- 
drücke §  3  (5*) 


(5) 


einzusetzen,  wo 


M^m^  +  m^  +  m^, 


und  erhält  dann  statt  (4) 


(6)    4"8ir  ['»«K+'"c)yi'*+'W5K+*ne)y4'*-2m^iiij^y/y/ 


=  r+A, 


welche  Form  also  das  Integral  der  lebendigen  Kraft,  durch  die  rela- 
tiven Coordinaten  ausgedrückt,  annimmt 

Gehen  wir  nun  zu  den  Integralen  der  Mächen  über,  so  lauten 
diese  nach  §  1  (12)  in  absoluten  Coordinaten: 


(7) 


^(*l+8«y«+8i  ""  ^8+51^2+3»)  ~  ^1  ' 
-^V*8+8iyi+8i  "~  ^l+8<y8  +  8<)  ~  ^1* 
(*l+8<yi+St  ""  •^2+81^1 +8<)  ^  ^8' 
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wo  x^,  x^y  x^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Masse  Äy  x^,  x^, 

x^  diejenigen  der  Masse  £  und  Xj,  x^,  Xg  diejenigen  der  Masse  C 

sind.     Ausserdem  ist 

dxi 


(?♦) 


!/i 


=  m. 


dt 


Mittelst  der  Integrale  des  Schwerpunktes  findet  man,  dass  die 
Integrale  (7)  ihre  Form  behalten^  wenn  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  den  Schwerpunkt  gelegt  wird,  und  wir  können  also 
die  Integrale  der  Flächen  in  der  Form 


(8) 


^  (bl  +  8i ^8  +  8<  ""  bS  +  «i  ^2  +  8 1)  ^  ^1  » 
^Vb8  +  8<^l+8i  ■"  bl  +Si^'/8  +  8<)  ^  ^2» 
^(bl+8i^2+8i  ""  b2+8<^^l  +  8l)  ^  ^' 


ausdrücken,  wo  die  Gonstanten  rechter  Hand  im  Allgemeinen  von 
den  Constanten  c^,  c^,  c,  verschieden  sind« 

um  zu  den  Ausdrücken  für  die  Flächenintegrale  durch  cano^ 
nische  relative  Coordinaten  zu  gelangen,  hat  man  sich  der  Formeln 
§  3  (3),  (4),  (6*)  und  (6**)  zu  bedienen,  welche  geben,  indem  wir 
unter  qi,  *-.,  q^]  Pi,  > .  >,  p^  ^e  canonischen  Coordinaten  verstehen: 


(9) 


^^,= 

K  +  »nJ?x- 

»»»y«» 

^l*=- 

-m,y,  +K  + 

"»e)?«. 

ilfl,=- 

-»n.y,  -m^q^, 

»/j  = 

p,      (1=1,2 

,   •  •  ., 

*l7  = 

-{Pi+Pt)> 

%  = 

-{Pt+Pt). 

%  = 

-{P»+P,)- 

Umgekehrt  kann   man   diese  Oleichungen   in   folgender  Form 
schreiben: 

9i  =  li  -i?' 


(9*) 


?4  =  I4  -  I7  ' 

Pi^'Vi      (1=1,2,...,  6). 
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EUeraus  folgt  aber 

=  (I2  -  18)^^8  -  da  -  19)^/2  +  (Ifi  -  h)%  -  (Ic  -  19)^/6  = 
=  I2  ^/s  -  la  ^^2  +  Is  ^6  -  le  ^6  -  Is  (^/s  +  ^e)  +  19(^2  +  n^) 
=  I2  ^8  -  Is  ^1  +  Ifi  ^^  -  le  %  +  Is  ^^  -  I9  '^8  =  ^1'' 

und  wir  erhalten  also  für  die  Flächenintegrale  die  Ausdrücke: 


(10) 


9%Pz  -  ^Sft  +  ?6P8  -  %Pfi  =  ^l'* 
UPl  -  y«/'«  +  yi;'2  -  12P\  =  V- 


i>t^  Form  der  Flächenintegrale  bleibt  demnach  bei  einer  Trans- 
formation  von  absoluten  zu  canonischen  relativen  Coordinaten  unver- 
ändert, 

Aehnliches  gilt,  wenn  man  die  Transformation  von  Jacobi  be- 
nutzt Es  wird  nämlich,  unter  Anwendung  dieser  Coordinaten, 
nach  §  4  (15) 


Ol)      4t 

dH 
""  dp, ' 

dpi  _       dH 
dt    ~~        dqi 

wo 

^  =  i2^- 

Da  aber 

dqi 

Pi  =  i'i  dt ' 

SO  kann  man  statt  (11)  auch  schreiben 

und  da  F  von  einer  Drehung  des  Coordinatensystems  unabhängig 
ist,  so  bekommt  man  genau  so,  wie  in  §  1  bei  den  absoluten  Coor- 
dinaten auseinandergesetzt  wurde. 
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Setzen  wir  hier  die  Ausdrücke  (11*)  ein  und  f&hren  die  Inte- 
gration aus,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 

i^  =  i^i  =  i^3  =  i^6  '    • 


M«  =  ^6=M6  =  ^«- 

so  bekommt  man  also 

/      da.             dq.\    ,         1      da. 

(12) 

/      dOx              dq^\    ,         1      dq^ 

?•  dt)      ^*' 

1      dot             dqi\    ,        (      dOf 

«     At   ]™''Zf 

welche   Gleichungen   auch   in   der  Form  (10)  geschrieben   werden 
können.  ^ 

Wenn  die  Integrale  der  Flächen  bei  irgend  welchen  Coordinaten 
die  Form  (12)  annehmen,  so  sagt  man,  dass  die  Integrale  der 
Flächen  bei  diesen  Coordinaten  ihre  Oultigkeit  behalten.  Es  ist  ja 
selbstverständlich,  dass  bei  einer  beliebigen  Wahl  der  Coordinaten 
immer  Integrale  existiren  müssen,  welche  den  Integralen  der 
Flächen  entsprechen.  Wir  werden  aber  später  sehen,  dass  gerade 
die  Form  (12)  für  gewisse  allgemeine  Schlussfolgerungen,  die  f&r 
das  Problem  der  drei  Körper  von  Wichtigkeit  sind,  grosse  Vor- 
theile  gewährt 

Werden  gewöhnliche  relative  Coordinaten  benutzt,  so  wird  die 
Form  der  Flächenintegrale  complicirter.  Man  kann  sie  aus 
(10)  und  (9)  ableiten.  Werden  nämlich  die  beiden  ersten  Sek- 
tionen (9)  mit  nij  (=  mj  und  m^i^m^  multiplicirt  und  nimmt  man 
auf  die  vierte  Relation  Rücksicht,  so  wird 
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und   setzt  man    diese  Belationen  in  (10)  ein,   so   würde   das   erste 
Flächenintegral  von  folgender  Form  sein: 

— T — (?!?»  -ii9i)  +  —^ — ^(76?«  -y6?.0  = 

=  ^1    +  ~^~  L5'i  96    -  96  ?2    +  96  ?5   -  ?3  «'sJ- 


Die  übrigen  werden  durch  Permutation  erhalten.  Es  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Glieder  rechter  Seite  (nach  c^")  yon  der  zweiten 
Ordnimg  der  Massen  sind. 


§  8.    lieber  osculirende  Elemente. 

Wenn  die  Coordinaten  und  die  Geschwindigkeiten  eines  Körpers 
durch  gewisse  Parmneter  ausgedrückt  werden,  indem  man  setzt 


(1) 


dg.  ,  ,        (*'=^'  2,  ...,  6) 


wo  c^i  >  ^2 '  ^8 )  ^^1^/2'  /s  ^^^  Parameter  oder  Bahnelemente  sind, 
so  kann  es  vorkommen,  dass  die  Functionen  q).  und  i/z^  so  be- 
schaffen sind,  dass 

(2) 
oder 

(2*) 

SO  dass  die  Differentialquotienten  der  Coordinaten  q^  in  derselben 
Weise  berechnet  werden,  als  ob  die  Elemente  unveränderlich 
wären. 

In  diesem  Falle  werden  die  Elemente  osculirende  genannt,  weil 
die  intermediäre  Curve  in  jedem  Augenblick  die  wahre  Bahn  be- 
rührt 


^i 

= 

dt' 

dqi 
dt 

= 

dqi 

dt  ' 

§  6,     lieber  osoulirende  Elemente,  267 

Diejenigen  Elemente^  welche  man  bei  den  jACOBfschen  Coordi- 
naten  oder  bei  den  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten  als  ver- 
änderliche Grössen  einfährt,  sind  oscolirend.  Dagegen  ist  dies 
nicht  mit  den  bei  den  canonischen  relativen  Coordinaten  einge- 
führten Elementen  der  Fall. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Coordinaten  in  der  intermediären 
Bahn  {q^  und  {p^  (t  =»  1  >  2 ,  . . .,  6)  nnd  die  entsprechenden 
Coordinaten  in  der  wahren  Bahn  p^  und  q^  (2=1,  2,  . . .,  6)  sind. 
Dann  hat  man  nach  dem  Princip  der  Variation  der  Constanten 

(3)  (1=1,  2,  ...,  6). 

Die  intermediären  Bahnen,  welche  wir  in  den  beiden  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben,  sind  sämmtlich  durch  Differential- 
gleichungen von  der  folgenden  Form  bestimmt' 


(4) 


wo 


{4*) 


-dT-Ji^y    "Tr"~d(^    (t-i,^,ö), 

d(qd  _  SH,  d{p{)  _       dJJt        (i  _  *     K     R\ 

dt    -  d{py         dt    -~  a(q,)       (*-*>0,0), 

H,  =  ^^'  ^  fl  ^  ^'^'  +  ^.  {{9r),  (?.),  M, 
^.  -  ^'^'  ^  t^  "■  ^^'^  +  %  ((?,).  (?.).  {%))  ■ 


EUer  bezeichnen  v^  und  v^  Grössen,  die  nur  von  den  Massen 
abhängen,  und  die  bei  den  verschiedenen  Coordinaten  verschiedene 
Werthe  haben. 

Aus  (4)  und  (4*)  folgt  nun,  dass  für  i  =  1 ,  2,3 

(5)  (P:>=-r-^' 

und  für  t  =»  4 ,  5 ,  6 

(5*)  iP^  =  -r^- 
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Betrachten  wir  nun  die  wahren  Bahnen^  so  ist  für  diese 
bei  den  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten  und  bei  den  Jacobi- 
schen  Coordinaten^  nach  §§  6  und  7, 


(6) 


P.= 


dOi 


?i  = 


=  V. 


1  dt 

dqt 
dt 


{i=l,  2,  3), 


(«  =  1,  2,  3). 


(7) 


Bei  diesen  Coordinaten  hat  man  also  immer  nach  (3) 

dqt   _  d(qi) 
dt  dt    ' 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 

dqt  __  dji^ 
dt  dt 

Die  intermediären  Bahnen  sind  also  in  diesem  Falle  immer 
osctäirend. 

Bei  den  canonischen  relativen  Coordinaten  liegt  aber  die  Sache 
anders.    Nach  §  7  (13)  ist  nämlich  hier 


(8) 


tn^  ifii, 


Wla  +  Wfc  +  m, 


9*'» 


Pt=- 


fn^ntb 


Wl»  +  lllft  +  »», 


wogegen  die  Selationen  (5)  und  (5*)  lauten 


(9) 


f»a  +*We 


(y«')  = 


»»6  IWe        Ö  q^ 


m^  +  iif  c    ö  t 


E^  wird  also  nach  (3) 


191«  T??^ 


ma+  nti,  +mc    dt        m«  +  wift  +  fw«    d f 


97l«f9tfr 


dqi    .     mi,  (m,  +  m J  dg^ 

»»«  +  m^  +  IWe    d  ^         Wo  +  »»6  +  wie    rf  ^ 


Wla  +  fWe      d  t 

m^tne     d  q^ 
wift  +  nie    V  f 


und  somit 
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(10) 


dt  dt    "^  mt,  +  mc     dt' 

dq^  _  dq^  m^        d q^ 

dt         dt   ^  m^  +  mc   dt  ' 


Die  Geschwindigkeit  in  der  intermediären  Bahn  und  diejenige 
in  der  wahren  Bahn  stimmen  also  nicht  mit  einander  ttberein. 
Die  Elemente,  die  man  bei  diesen  Coordinaten  einführt,  sind  also  nicht 
oscuUrend.  ^ 

Der  unterschied  zwischen  den  Componenten  der  wahren  and 
der  intermediären  Geschwindigkeiten  ist  nach  (10)  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse.  Er  kann  nur  dann  bedeutend 
werden,  wenn  die  Geschwindigkeiten  sehr  gross  werden,  was  ein- 
treffen kann,  wenn  zwei  von  den  Massen  einander  sehr  nahe 
kommen. 

Dieser  üebelstand  der  canonischen  relativen  Coordinaten,  dass 
bei  ihrer  Anwendung  die  Elemente  nicht  osculirend  werden, 
ist  zwar  nicht,  vom  theoretischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  von 
grosser  Bedeutung.  Vom  Standpunkte  der  numerischen  Rechnung 
gewähren  die  osculirenden  Elemente  indessen  gewisse  Vortheile  und 
die  Coordinaten  von  Jacobi  sind  deswegen  den  canonischen  rela- 
tiven Coordinaten  vorzuziehen. 
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Aus  den  Flächenintegralen  des  Problems  der  drei  Körper 
lassen  sich  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen,  mit  denen  wir  uns 
jetzt  beschäftigen  wollen. 

Wir  bezeichnen  die  jAOOBfschen  Coordinaten  der  Masse  B  mit 
9if  9%y  9v  ^^^  diejenigen  der  Masse  Ä  mit  q^f  g^,  q^»  Der  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  liegt  bei  den  vorigen  in  der  Masse  (7,  bei 
den  letzteren  in  dem  Schwerpunkt  der  Massen  C  und  B.    Setzt  man 


^  Siehe  Poincar6:  Balletiii  astr.  1S97.    S.  66. 
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(1) 


Pi^  f^h9i      (»=  1»  2,  3), 

Pi  =  f^a9i       («  =  4,  5,  6), 


80  hat  man  f&r  die  intermediären  Bahnen  die  Differentialgleichungen; 


(2) 


dqt        BHt 
dt         dpi' 

dpt  _  dHt 
dt   '~       dqt 

(»  =  1,  2,  3), 

dqi       dHa 

dt  ~~  öp/ 

dpt  _       dEU 

dt   ~"  dqi 

(»  =  4,  5,  6), 

wo  nach  §  5  (10*) 


(2*) 


(3) 


Nach  (1)  können  wir  diese  Gleichungen  auch  in  der  Form 


/^^=-4f      ('-1.2.3). 


dt^ 
d^qi 


ÖÄ 


(^•  =  4,  5,  6) 


^«  rf/»  dqi 

schreiben. 

Hieraus  bekommt  man  wie  in  §  1  die  Flächenintegrale  für  die 
intermediäre  Bahn  yon  B 


(4) 


i 


(      <iq. 

?»  dt 

1     dqt 

^1  dt. 

/      dq. 

dq, 
^»   dt 

=  c 


)- 


1' 


'2' 


=  C, 


und  ähnliche  Ausdrücke  für  den  Körper  Ä. 

Die  intermediäre  Bewegung  jedes  Körpers  geschieht  in  einer 
Ebene,  deren  Richtung  durch  die  Formeln  IV  §  1  (5)  bestimmt  ist 
Wird  die  Neigung  dieser  Ebene  mit  t\  die  Länge  des  aufsteigenden 
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Knotens  derselben  auf  der  X  F-Ebene  mit  ü  bezeichnet^  so  hat  man 


(5) 


WO 


c^  =  c  sin  t  sin  Si^ 
Cj  =—  csintcos^, 
C3  =      ccost^ 


Für  die  Masse  Ä  gelten  ähnliche  Gleichungen,  welche  wir  in 
folgender  Form  schreiben 


(6) 


Cj  =s  c  Sin  t  sm  ii, 
c,'  =  —  c'  sin  r  cos  C, 
c,'  =s      c  cos  t". 


Wird  die  XT-Ebene  in  die  Bahnebene  des  Körpers  B  gelegt, 
so  erhält  man 


(7) 


/     dq,  dqi\ 


oder  wenn  die  Polarcoordinaten  yon  §  5  eingef&hrt  werden 


(8) 


•  äv 


wo   V   die   Länge    in   der  Bahn   bezeichnet     Nun    ist   aber  nach 
§  5  (16**) 


(8*) 


äd 


fij^  r*  cos*  (p  -jj  =2  h^  =  h^  cos  t 


Wird  die  X7-Ebene  in  die  Bahnebene   von  B  gelegt,   so   ist 
^  =  I  r=  0,  lind  die  Gleichung  (8*)  lautet  also 


(8**) 


2  ^^        i 


wo  nunmehr  ö  =  t?.     Vergleichen  vdr  (8)  und  (8**),  so  wird  also 
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(Ö) 


c=A,=/9yfl(l-^»), 


wo  ß  wie  in  §  5  definirt  wird. 

Setzen  wir  nun  diesen  Ausdrack  in  (5)  und  (4)  ein,  so  nehmen 
nunmehr  die  Flächenintegrale  folgende  Form  an: 


(10) 


(dqx 


y,  ^)  =  -  /9ya(l-<f»)8mtco8fl, 
^)=      /9V«(l-««)co8.-. 


(11) 


9, 


Für  den  Körper  A  bekommt  man  die  ähnlichen  Gleichungen 


/*.(y«y;--?,^^)=     /J'V^^ÖW^sin.-'sinß', 
^a(y.^-?*w) /J'V^'in^sint'cosß', 


Gehen  wir  nun  zu  den  wahren  Bahnen  über  und  bezeichnen 
auch  hier  die  Coordinaten  Yoni^  mit  q^,  q^j  q^  und  diejenigen  von 
A  mit  q^j  q^,  q^,  so  gelten  für  diese  nach  §  7  (12)  die  Flächen- 
integrale 


(12) 


Nun  wissen  wir  aber^  dass  die  intermediären  Bahnen  von  B 
und  A  in  diesem  Falle  osculirende  Bahnen  sind.  ^    Die  Coordinaten 


^  Es  ist  nicht  nothwendig  fiir  diesen  Schloss,  dass  die  Bahnen  oscoliren;  es 
genügt  in  der  That^  dass  die  Form  §7  (10)  für  die  Flächenintegrale  gOltig  ist 
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und  die  GTeschwindigkeit  lassen  sich  also  in  derselben  Weise 
durch  die  2ieit  und  die  Elemente  ausdrücken,  ob  es  sich  um 
die  intermediären  oder  die  wahren  Bahnen  handelt.  Wir  können 
also  die  intermediären  Ausdrücke  (10)  und  (11)  in  (12)  einführen 
und  folglich  werden  die  Flächenintegrale  in  folgender  Weise  durch 
die  osculirenden  Elemente  ausgedrückt: 


(13) 


/9ya(l-e«)sintsinß  +  /9'ya'(l-e'«)sini'sinfl'=:  c,", 
/9yfl(l  -<?«)sinicos  ß  +  /9'ya'(l-e'«)sint'cosfl'  =  -  c,'V 
ßyail-e^oosi  +  ß"  y7{ü^  cos  i'  ^ 


8  ' 


Mittelst  dieser  Integrale  können  im  Probleme  der  drei  Körper 
der  Halbparameter  (=a(l  — e^),  die  Neigung  und  die  Knotenlänge 
f&r  die  eine  Ellipse  berechnet  werden,  wenn  die  entsprechenden 
Grössen  für  die  andere  Ellipse  bekannt  sind. 

Diese  Gleichungen  erlauben  eine  einfache  geometrische  Deu- 
tung, wenn  man  die  unveränderliche  Ebene  als  ZJT-Ebene  wählt 
Es  ist  nämlich  dann  c,''  »  c^"  =s  0^  so  dass,  wenn  die  dritte  Con- 
stante  mit  C  bezeichnet  wird,  die  Gleichungen  (18)  nuiimehr  lauten: 


/9ya(l-e«)sinisinß  +  /?'yö(l-O8wi«"8inß'  =  0, 


(14) 


(15) 


ß^a  (1  -  e«)  sin  t  cos  fl  +  /T  ya'(l  -O  sin  t'  cos  üf 
/9yfl(l-e*)co8t  +ß'ya'{l-e'*)fii^' 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  nun 

tgß  =  tgfl', 


0, 
C. 


/ 


o. 


und  man  muss  also  entweder  haben  Q^  Sü  oder  iQ  ^sfi"  +  180^. 
Im  ersteren  Falle  würden  aber  die  beiden  Glieder  in  den  beiden 
ersten  Gleichungen  dasselbe  Zeichen  bekommen  und  ihre  Summe 
könnte  dann  nicht  gleich  Null  werden«     Es  ist  also 


(16)  fl  =  fi'  +  180. 

CuARLiBR,  Mechanik  des  Himmelg.  I. 
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Der  mufeteigende  Knoten  der  einen  Planetenbahn  auf  der  unoer' 
änderliehen  Ebene  faüt  abo  mit  dem  absteigenden  Kncften  der  anderen 
Bahn  zusammen. 

Diese  ^egante  Formalimng  der  Flächenintegnde  ist  ouerst 
Yon  Jaoobi  estdeokt  wordem  O^Snr  r61iEnination  «des  nomb  dans 
le  Probleme  des  trois  corps'^ 

Wird  der  Halbparameter  der  osculirenden  Ellipsen  mit  p  be- 
zeichnet, -90  dass 

p^a(l^e^,      p^a'il^e'^), 
so  können  wir  statt  (14)  schreiben 


(14*) 


ß^fp  sin  izs  ß^yp'  sin  T, 
ß^pcmi  +  /J'Vp'cast'  ^  C. 


Hit  Hilfe  dies^  Gleichungen  können  Qj  i  und  p  berechnet 
werden,  wenn  fi',  t'  und  p'  gegeben  sind. 

Das  dritte  Flächenintegral  enthält  einen  der  wichtigsten 
Sätze  in  der  Mechanik  des  Himmels,  nämlich  den  berühmten 
Stabilitätsbeweis  von  Laplace. 

Durch  verschiedene  Untersuchungen  von  Laplace  und  Lagbakge, 
auf  welche  wir  in  einem  der  folgenden  Abschnitte  zurückkommen, 
wurde  gezeigt,  dass,  wenigstens  wenn  man  nur  die  Glieder  von  der 
niedrigsten  Ordnung  in  Beziig  auf  die  Massen  berücksichtigt,  die 
halben  grossen  Achsen,  a  und  a\  der  osculirenden  Ellipsen  nur 
periodischen  Schwankungen  um  einen  mittleren  Werth,  a^  und 
a^',  unterliegen.  Diesen  Satz,  welcher  den  ersten  Theil  des  Stabi- 
litätsbeweises von  Laplace  bildet,  wollen  wir  hier  vorläufig  als 
bewiesen  annehmen. 

Sehen  wir  nun  von  diesen  periodischen  Schwankungen  in  a  und 
d  ab,  und  ersetzen  diese  Grössen  in  der  dritten  Gleichung  (14) 
durch  ihre  mittleren  Werthe,  so  ist  also 


(14**)  ß^a^ (1  -  e*)  cost  +  ß'ya^^l-^e^cos  i'  =  C. 
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Werden  die  mittleren  Bewegungen  mü  i^  imd  n^'  bezeichnet, 

80  ist  nach  §  5  (17*) 

ß 
n^  « — 5-, 

80  dass  man  statt  (16)  auch  schreiben  kann: 


(17)  fi«o  Vyi^-^«»»  +  ^'"o'<*yi^^co»»''  =•  ^' 

Da  Oq  (und  somit  auch  n^  und  a^'  als  unveränderlich   ange- 
nommen werden,  hat  man  auch 

und  also 


ItiiioV  (1  -  yn^cosf)  +  ^' V  <•(!  -  yi  -^"cosO  =  C, 

wo  C  eine  neue  Constante  bezeichnet 

Diese  Gleiehung  k&nnen  wir  in  folgender  Form  schreiben: 

(18)  M»o^  7== H  f^%  «0    7== 1-  =  ^• 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  zu  einer  gewissen  Zeit  die  Elxcen- 
tricitäten  und  die  Neigungen  klein  sind.  Berechnet  man  aber 
aus  (18)  den  Werth  der  Constante  C  aus  den  Werthen  von  e 
und  t  für  die  betreffende  2ieit,  so  findet  man,  dass  C  selbst  klein 
sein  muss.  Da  diese  Grösse  aber  eine  Constante  ist^  so  muss  so- 
mit die  linke  Seite  tou  (18)  immer  klein  bleiben.  Nehmen 
wir   endlich   an,    dass    die   Factoren    pi^n^a^^   nnd   i/!  n^  a^^   (oder 

was  dasselbe  ist,  die  Zahlen  ß  '^a^  und  ßi  y^  von  derselben  Orössen" 
Ordnung  sind,  so  folgt  also  aus  (18),  dass  die  Excentricitäten  und  die 
Neigungen  für  jeden  fferth  der  Zeit  kleine  Werthe  haben  müssen. 

Die  Voraussetzungen  für  die  Gültigkeit  dieses  Theorems  waren 

ako: 

1)  dass  die  halben  grossen  Achsen,  a  und  a,  nur  kleinen 

Schwankungen  unterliegen; 

2)  dass  ß  j/a  und  ß"  yo^  Ton  derselben  Grössenordnung  sind. 

18* 


276  Das  I^oblem  der  drei  Körper, 

Die  letztere  Bedingung  ist  für  jeden  vorliegenden  Fall,  wenn 
nur  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  leicht  zu  untersuchen. 

Was  die  erste  Bedingung  betrifft,  so  ist  die  Erfüllung  derselben 
nur  für  die  erste  Potenz  der  Massen  bewiesen  und  es  scheint  mir 
aus  verschiedenen  Gründen  sehr  wahrscheinlich,  dass  sie  in  aller 
Strenge  auch  nicht  näherungsweise  eriüllt  ist,  wenn  es  sich  um 
die  Bewegung  für  eine  unbeschränkte  Zeit  handelt  Es  verdient 
indessen  hier  untersucht  zu  werden,  was  man  in  dieser  Hinsicht 
aus  den  Flächenintegralen  selbst  schliessen  kann. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet, 
so  findet  man  aus  (14*)  für  t  =  0 

(19)  ßyp+ß'yp=C' 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Parameter  p  oder  p'  nicht 
über  alle  Grenzen  wachsen  können.  Der  MtunmaliDerth  dieser 
Grössen  ist  in  der  That  durch  die  Gleichungen 


und 


bestimmt 

Andererseits  ist  es  mit  (19)  sehr  wohl  vereinbar,  dass  p  und  p 
beliebig  klebie  Werthe  annehmen  können.  Dies  würde  voraussetzen, 
dass  entweder  e  beliebig  nahe  der  Einheit  käme,  oder  dass  a  be- 
liebig kleine  Werthe  annähme. 

In  der  vorhergehenden  Auseinandersetzung  habe  ich  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Glieder  in  (18)  derselbe 
Vorzeichen  haben.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  n  und  n  beide  positiv 
oder  beide  negativ  sind,  d.  h.  wenn  die  beiden  Körper  Ä  und  B 
sich  in  derselben  Sichtung  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
bewegen.  Diese  Voraussetzung  trifiH;  bekanntlich  für  unser  Planeten- 
system zu.     Wenn   ein   oder  mehrere  Körper  sich  in  umgekehrter 
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Bichtung  bewegen  wie  die  übrigen,  eo  verliert,  wie  Laplacb  her- 
Torgehoben  hat,  der  Beweis  seine  G-iÜtigkeit 

Der  LAPLACE'acbe  Stabilitätsbeweis  behält  nnverändert  seine 
Gültigkeit,  wenn  es  sich  um  eine  beliebige  ZaM  von  Eörpern  handelt. 
Man  bekommt  in  der  That  statt  (18) 


(20) 


und  wenn  sämmtlicbe  Körper  sich  in  derselben  Richtung  bewegen, 
so  haben  alle  Glieder  linker  Hand  hier  gleiches  Vorzeichen.  Da 
nun  die  Summe  aller  Glieder  klein  ist,  wie  aus  der  Erfahrung  fiir 
unser  Planetensystem  folgt,  so  musa  jedes  Glied  auch  immer  klein 
sein.  Die  Excentricitäten  und  die  Neigungen  mUssen  aUo  für  die 
Planeten  in  unserem  System  klein  bleiben,  vorausgesetzt,  dass  a 
constant  oder  nahe  constant  ist  Dieser  Schluss  kann  nur  dann 
eine  Ausnahme  erleiden,  wenn  entweder  na'  klein  ist,  also  für 
Planeten,  die  sehr  nahe  an  der  Sonne  gelegen  sind,  oder  wenn  ft 
verhältnismässig  sehr  klein  ist  Ana  der  letzteren  Bemerkung  folgt, 
dasa  der  Stabilitätsbeweis  von  Laplace  filr  die  sogen,  kleinen 
Planeten  seine  Gültigkeit  verhert,  bei  welchen  also,  so  weit  aus 
den  Flächenintegralen  gefolgert  werden  kann,  die  Neigungen  und 
die  Excentricitäten  (bebebig)  grosse  Wertbe  annehmen  können. 

Die  oscuUrenden  Ellipsen,  welche  hier  betrachtet  worden  sind, 
sind  sämmtlicb  ans  den  canonischen  Coordinaten  von  Jacobi  her- 
vorgegangen. Würde  man  geicÖhnltche  relative  Coordinaten  benutzen 
and  die  bei  denselben  auftretenden  osculir enden  Elemente  ein- 
führen, so  würden  die  Integrale  der  Flächen,  wie  in  §  7  gezeigt  wurde, 
nicht  eine  so  einfache  Gestalt  annehmen,  und  die  Schlüsse  von 
Läplace  behalten  demnach  bei  diesen  Elementen  nicht  ihre  Gültig- 
keit Wie  aus  §7(14)  hervorgeht,  kann  man  indessen,  wenn  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  der  Massen  vemachläaiigt  werden,  auch  bei  den 
gewöhnlichen  relativen  Coordinaten  die  Form  (12)  für  die  Flächen- 
integrale beibehalten,  und  man  erhält  dann  diese  Integrale  in 
der  Form 
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^w  y«  (1  —  «*)  an  t  sin  fl  =  Cj , 


(21) 


2  wi  ya  (1  —  e^  sin  t  cos  fl  =  c,  ^ 


In  der  Astronomie  werden  gewöhnlich  nur  relative  Coordinaten 
und  die  ans  ihnen  hervorgehenden  osculirenden  Ellipsen  benutzt 
Ans  (21)  findet  man,  dass  die  Schlüsse  von  Laplace  in  Bezug  auf 
die  Stabilität  unseres  Planetensystems  auch  für  diese  Elemente 
gelten,  aber  nur  bis  zu  der  ersten  Potenz  der  Massen  (inclusive). 
Die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Flächenintegrale  durch  die  ge- 
wöhnlichen osculirenden  Elemente  lassen  sich,  jedoch  wie  es  scheint 
etwas  umständlich,  aus  §  7  (14)  ableiten. 

Indem  wir  wieder  zu  den  jACOsf  sehen  Coordinaten  zurück- 
kehren, wollen  wir  für  diese  die  Ausdrücke  der  flächenintegrale 
für  den  Fall  ableiten,  dass  man  in  dieselben  die  Elemente  von 
Delaünay  in  §  5  einführt»  welche  Ausdrücke  im  folgenden  Para- 
graphen zur  Anwendung  kommen. 

Diese  Elemente  waren 


(22) 


L^ß^ß, 


l  =n(^  +  r), 


C=/9ya(i-e«),  g^ 

jy=/9ya(l-tf2)co8t,         A  =  fl. 


Die  Flächenintegrale  (13)  werden  somit,  durch  diese  Elemente 
ausgedrückt,  folgende  Form  annehmen 


(23) 


yc«  -  i?2  sinA  +yff'«  -  Jff'«sinÄ'  =      c^", 


ye«  -  H^  coaA  +  y.Ö'»  -  R^  cosä'  =  -  cg". 


=5      e 


8  • 


Wird  die  unveränderliche  Ebene  als  'Grundebene  benutzt,  so 
bekommt  man,  wie  vorher,  A  =  A'  +  180^,  und  hieraus  lassen  sich 
die  Gleichungen  (23)  in  folgender  Form  schreiben: 


(24) 


§10.     Jiedueiion  auf  vier  FVeiAdUffrade. 
A  =  A'  +  180", 
0*-  Ii*=  ff*-  N''. 


Diese  bequemen  Können  der  Flächenintegrale  werden  wir  im 
folgenden  Paragraphen  benatzen,  um  die  DiEFerentialgleichungen  des 
Prüblems  der  drei  Körper  auf  eine  niedrigere  Ordnung  zu  reduciren. 


§  10.    Reduction  der  OifTerentialgleichungen  des  Problems  der 
drei  Körper  auf  vier  Freiiieitsgrade. 

Die  nenn  absoluten  rechtwinkligen  Coordinaten  der  drei  Massen 
im  Problem  der  drei  Körper  sind  ursprünglich  durch  ein  System  von 
der  18"*"  Ordnung  bestimmt  §  1  (2).  Mit  Hilfe  der  sechs  Schwer- 
pnnktaiiitegrale  wird  dies  System  auf  die  12"  Ordnung  reducirt, 
entweder  indem  man  gewöhnliche  relative  Coordinaten  einführt, 
oder,  wenn  man  das  System  in  canouischer  Form  haben  will,  durch 
Einführung  von  canonischen  relativen  Coordinaten  oder  von  Jacobi'- 
schen  Coordinaten  oder  in  anderer  Weise. 

Das  so  erhaltene  System  von  der  12"'"  Ordnung  besitzt  noch 
vier  Integrale,  nämlich  die  drei  Flächenintegrale  und  das  Integral 
der  lebendigen  Kraft.  Ks  lässt  sich  somit  hieraus  ein  System  von 
der  8"™  Ordnung  aul'atelleu,  wenn  man  diese  Integrale  benutzt, 
Will  man  die  canoniache  Form  der  Differentialgleichungen  behalten, 
80  lässt  sich  dies  System,  von  der  K^™  Ordnung,  als  ein  System 
von  canonischen  Differentialgleichungen  mit  vier  Freiheitsgraden 
schreiben.  Es  wird  sich  dabei  herausstellen,  dass  die  charakte- 
ristische Function  dieses  canonischen  Systems  von  der  Zeit  explicite 
imailiängiy  hleibi.  Folglich  exiatirt  zu  diesem  System  8"'  Ordnung 
noch  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  und  man  könnte  luil  Hilfe 
desselben  die  Ordnung  noch  um  eine  Einheit  erniedrigen. 

Dass  die  Differentialgleichungen  des  Problems  der  drei  Körper 
sieb  auf  ein  System  von  der  7""  Ordnung  reduciren  lassen,  wurde 
von  LAGKAsaE  in  seiner  classiachen  Arbeit  „Essai   sur  le  probl^m<> 
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des  trois  corps'^  zuerst  gezeigt,  und  dann  von  Jacobi  a.  a.  O.  in 
anderer  Weise  abgeleitet  Die  nachfolgende  Ableitung  eines  cano- 
nischen Systems  mit  4  Freiheitsgraden  für  das  Drei-Eörperproblem 
rührt  von  Poincab£  her  (M6thodes  nouvelles  de  la  M6c.  c61e8te  I). 

Wir  gehen  von  den  DsLAüNAY'schen  Differentialgleichungen 
aus,  und  nehmen  an,  dass  die  unveränderliche  Ebene  als  XT-Ebene 
genommen  wird. 

Wir  haben  also  die  Differentialgleichungen 


(1) 


(1*) 


dL       dF 

dl             dF 

dt  '^  dr 

dt  ~       dL' 

dQ        dF 
dt  ^  dg' 

dg  dF 
dt            dQ' 

dH       dF 
dt        dh  ' 

dh  dF 
dt  ^      dH' 

dL       dF 

dt  "  dr' 

dr  dF 
dt  ~      du 

u.  s.  w. 


und  die  Flächenintegrale  lauten: 


(2) 


A  =  A'  +  180«, 
H+H'  ^c. 


Mittelst  der  zwei  letzten  von  diesen  Gleichungen  können  H  und 
H'  durch  0  und  G'  ausgedruckt  werden.  Die  zweite  Gleichung 
giebt 

G*  -  G'*  =  H*-  Ä'«  =  (Ä  +  H'){H  -  H')  =  c{H-  W), 


80  dass 


(3) 


E=-I--^[G'-G"). 


§  10,     Reduetion  auf  vier  FVeiheüsgrcuU,  281 

Die  Stöningsfunction  F  ist  yod  den  Elementen  L,  G,  H,  /, 
ff  9  A;  L\  ffj  H\  Vj  ^y  K  abhängig.  Es  wird  sich  aber  zeigen, 
dass,  wenn  die  unveränderliche  Ebene  als  Orundebene  genommen 
wird,  h  und  K  ans  F  verschwinden  werden. 

In  dem  vierten  Abschnitt  wurde  nämlich  gezeigt,  dass  die 
Coordinaten  in  den  osculirenden  Ellipsen  periodische  Functionen 
von  ly  ff  und  h  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die  Störungsfiinction 
selbst,  welche  in  §  5  (6),  (6**)  und  (84)  durch  die  Coordinaten  aus- 
gedrückt wird,  eine  periodische  Function  von  /,  ^,  h  und  l\  ff\  K 
wird,  so  dass  wir  also  schreiben  können 

(4)  F^^Ä''2[il+J9  +  ^h+i'V  +fg'  +  KkY 

wo  t,  jf  k,  t,  /,  A'  alle  ganzen  Zahlenwerthe  zwischen  —  cx)  und 
+  cx>  annehmen.  Die  Coefficienten  A  sind  nur  von  Z^  G,  H,  L\ 
G\  W  abhängig. 

Nun  ist  nach  dem  dritten  Flächenintegral  (2) 
und  also 

Nach  (1)  und  (1*)  wird  also 

Setzen  wir  den  Werth  (4)  für  die  Stömngsfunction  in  diese 
Gleichung  ein,  so  bekommt  man 

(6)  Q  =  ^{k  +  k')Ä-^{il+jg  +  kh  +  il'+f^+k'hY 

Diese  Gleichung  muss  aber  identisch  erftQlt  werden  und  dies 
ist  nur  möglich,  wenn  A  +  A'  =  0,  so  dass  die  Elemente  h  und  K  in 
der  Störungsfunction    immer  in   der  Verbindung   h--  K   auftreten. 
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Dies  muss  also  DAch  Formel  (28)  im  vorigen  Abgchoitte  <}ar  Fall 
sein^   wie   auch  die  JT-Ebene  gelegt  wird.    Wird  im  Besonderen 
die  unverändertieha  Ebene  zur  XT-Ebesd  gewählt,   so   hat  man 
nach  (2)  noch 
(7)  A-^A'=  180^ 

so  dose  F  In  diesem  Falle  von  h  und  K  unabhängig  wird. 

Wenn  man  mittelst  (3)  B  nnd  H'  eliminirt,  so  wird  F  eine 
Function  von  i,  G,  l,  g]  L\  0\  l\  g\  Benutzt  man  ftx  die  ui 
dieser  Function  vorkommenden  Grössen  0  und  Q*  die  Bezeichnungen 
r  und  r^  so  dass 

(8*)  G  «  r,     G'  ^r, 


so  ist  nach  (3) 


(8) 


Es  ist  nun 


BF       BF  BG        BF  BH       BF  BW 
BT  ^  BQ  BT  '^  BH  BT'^  BH'  BT 

__  BF        ,iZZ!   gj^  r 

"^  BQ  '^  BH    e  BH'    c' 


Aus  (7)  und  (1)  folgt  aber 


(9) 

BF       BF 
BH  "  BH'' 

und  man  hat  also 

no\ 

BF       BF 

^     '  BT       BQ 

In  gleicher  Weise  erhält  man 

Statt  (1)  nnd  (1*)  bekommen  wir  also  nun  folgeoide  canonische 
Differentialgleichungen  fäjr  das  ProUem  der  drei  Körper: 
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(11) 


4L       BF 
dt   ^  Bl  ' 

dl  BF 
dt  ~       BL' 

dr       BF 
dt         Bg  ' 

dg            BF 

dt  "^      BT* 

dU       BF 

dt  ^  Br  ' 

dr  BF 
dt  ~       BU' 

dr       BF 

dg"            BF 

dt  "  Bg"'         dt  '^      BT 

Man  hat  also  hier  nur  vier  Freiheitsgrade.  F  ist  eine 
Function  Ton  L,  F,  /,  ff;  L\  Pj  V,  ff\  die. man  ans  dem  allge- 
gemeinen  Ausdruck  (4)  erhält,  indem  man  mittelst  (8*)  und  (6)  G^ 
G\  E,  W  eliminirt 

Die  Bewegung  der  gemeinsamen  Knotenlinie  auf  der  unver- 
änderlichen Ebene  wird,  nachdem  i,  Fj  Ij  ff\  L\  Pj  i'  g'  aus  (11) 
als  Functionen  der  2ieit  erhalten  worden  sind,  mittelst  einer  "Qua- 
dratur gefunden.    Man  hat  nämlich 

WO  vor  der  Differentiation  F  als  eine  Function  der  12  Ursprung- 
liehen  Elemente  zu  betrachten  ist  Nach  der  Differentiation  führt 
man  F  und  F  mittelst  (8*)  und  (8)  ein,  und  wenn  die  Glei- 
chungen (11)  integrirt  worden  sind,  so  wird  somit  die  rechte  Seite 
von  (12)  eine  bekannte  Function  der  Zeit  und  also  die  Enoten- 
länge  h  durch  eine  Quadratur  erhalten. 

Da  F  die  Zeit  nicht  expUcite  enthält^  so  hat  man  zu  (11)  das 
Integral  der  lebendigen  Ejraft 

(18)  ^=Const, 

wodurch  man  eins  von  den  EHementen  eliminiren  kann  und  somit 
ein  System  von  der  7*~  Ordnung  erhält  Nimmt  man  endlich 
eins  von  den  übrigen  Elementen  (z.  B.  ./)  als  unabhängige  Veränder- 
liche statt  der  Zeit,  so  hat  man  zuletzt  ein  System  von  Differential' 
ffleichungen  von  der  sechsten  Ordnung  f&r  das  Problem  der  drei 
Körper. 
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Dies   System   hat,   wenn  /  als   unabhängige  Veränderliche  be< 
nntzt  wird,  folgendes  Aussehen: 


(14) 


dr           dF , 
dl  ~       dg' 

dF 
dL' 

dg        dF , 

dl  ^  dr' 

dF 
dL' 

dU           dF 

dl  ~      dr 

.dF 
'  dL' 

dV  dF 
dl  ''  dL 

dF 
dL' 

dr           dF 
dl  "       0/ 

.dF 
dL' 

dg*  dF , 
dl  ~"  dr 

dF 
dL' 

Nach  der  Ausführung  der  partiellen  Differentiationen  Yon  F 
hat  man  Z  mittelst  (13)  aus  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (14) 
zu  eliminieren. 

Die  Gleichungen  (14)  sind  nicht  von  canonischer  Form.  Nach- 
dem das  System  (14)  integrirt  worden  ist,  erhält  man  mittelst  der 
Gleichung 


(15) 


dl 
dt 


dF 
TL' 


die  Grösse  /  durch  eine  Quadratur  als  Function  der  Zeit 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Bewegung  der  drei  Körper  in 
einer  Ebene,  so  lässt  sich  für  die  Bewegung  ein  canonisches  System 
mit  drei  Freiheitsgraden  au&tellen. 

Für  2  =s  0  fallen   G  und  H  zusammen  und  man  kann  setzen 

(16)  G^H^n. 

Nur  ein  Flächenintegral  existirt,  das  nun  heisst 

(17)  n+ir^c. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass 

WO  g  die  Perihellänge   bezeichnet     Diese  Gleichung  zeigt,   dass  F 
nur  von  der  Differenz  zwischen  g  und  g   abhängt 
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Führt  man  nun  zwei  Grössen  K  und  k  durch  folgende  Glei- 
chungen ein 


(19) 

aus  welchen  folgt,  dass 


*  =  ^  -  ^» 


n'  =  c-K, 


so  Ulsst  sich  mittelst  (19*)  und  (19)  F  als  eine  Function  von  L,  l, 
K,  k,  L'  V  darstellen.     Es  ist  nun 


(20) 

und  demnach 

(21) 


dk 


dt 


dF 
dK  ~ 

dF 

du 

dF 

dn' 

dt       " 

dF 
dU 

dF 

^  dU' 

-a  — 

dF 
dK 

Weiter  hat  man 


dK      dn       dF 


dt 


dt 


dg 


dF 
~dk' 


so    dass 
lauten: 


die   Differentialgleichungen    für    die   Bewegung    nunmehr 


(22) 


dL        dF 
dt  "  dl' 

dl  dF 
dt  ~       dL' 

dL'       dF 

di  ^  dr' 

dl'  dF 
dt  ~      dL'' 

dK       dF 
dt  '^  dk' 

dk  dF 
dt  ~       dK' 

welches  ein  canonisches  System  mit  drei  Freiheitsgraden  ist 

Nachdem  (22)  integrirt  worden  ist,  erhält  man  die  Perihellänge  ff 
durch  eine  Quadratur  mittelst  der  Gleichung 


(22*) 


dg dj^ 

dt  ■"       dW 


WO  man  nach  der  partiellen  Differentiation  von  F  die  rechte  Seite 
durch  Lj  L\  K\  l,  l',  k  auszudrücken  hat 
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Zu  den  Gleiehnngen  (22)  exiotirt  das  Integral  der  lebendigen 
Kraft 
(23)  F  =-  Const, 

und  nimmt  man  znletzt  eines  der  Elemente  als  unabhängige  Ver- 
änderliche statt  der  Zeit  an,  so  lässt  sich  die  Ordnung  des  Systems 
der  Differentialgleichungen  Air  die  Bewegung  in  einer  Ebene  auf  vier 
herunterdrücken.     Das  System  wird  aber  dann  nicht  canonisch. 

Bei  der  Beduction  der  Differentialgleichungen  für  das  Problem 
der  drei  Körper  auf  vier  Freiheitsgrade  kann  man  sich  beliebiger 
canonischer  Coordinaten  {q^j  p^  bedienen.  Man  hat  dabei  nur  die 
Flächenintegrale  durch  diese  Coordinaten  auszudrücken  und  die 
Beduction  geschieht  dann,  mehr  oder  weniger  umständlich,  nach 
denselben  Principien  wie  oben.  Verfasser  hat  gezeigt  (Meddelanden 
fir&n  Lunds  Observatorium.  Nr.  6)  wie  man,  bei  der  Bewegung 
in  einer  Ebene,  die  Abstände  der  drei  Körper  von  dem  gemein- 
samen Schwerpunkt  als  ^-Coordinaten  benutzen  kann  und  somit,  bei 
gebührender  Wahl  der  entsprechenden  canonischen  /»-Coordinaten, 
ein  canonisches  System  mit  drei  Freiheitsgraden  aufstellen  kann. 
Diese  Methode  hat  insofern  ihre  Vortheile,  als  man  dabei  die 
Störungsfunction  als  eine  algebraüehe  Function  der  Coordinaten  er- 
hält, wogegen  die  osculirenden  Momente  in  transcendenter  Weise 
in  die  Störungsfunction  eingehen.  Dieselben  Vortheile  gewinnt  man, 
wenn  man,  statt  der  Abstände  der  drei  Körper  von  dem  gemein- 
samen Schwerpunkt,  ihre  gegenseitigen  Entfernungen  als  ^-Coordi- 
naten  wählt.  Die  Ableitung  der  Differentialgleichungen  geschieht 
dabei  in  genau  derselben  Weise  wie  für  die  Abstände  von  dem 
Schwerpunkt  Die  Beduction  der  Differentialgleichungen  für  diesen 
Fall  auf  vier  Freiheitsgrade  ist  in  eleganter  Weise  von  Bbuns  aus- 
geführt worden  („üeber  die  Integrale  des  Vielkörper-Problems"  1887). 


SECHSTER  ABSCHNITT 


STÖRUNGSTHEORIE 


§  I.  Einführung  neuer  canonischer  Eiemente. 

Wenn  die  2  n  Grössen  x^  und  1/^  durch  ein  canonisches  System 

dxj  _      BF 

dt  "^      dffi^ 
(1)  {  (1  =  1,  2,  ...,  n) 

dyi^_  dF 

dt  dxi 

bestimmt  sind,  und  man  setzt 

^<  ~  /i  (bl  >  •  •  •  >  Sn'^  ^1  >  •  •  •  >  Vjf 


(-') 


SO  giebt  es  offenbar  unendlich  yiele  Formen  der  BNinctionen /)  und 
ff^,  f&r  welche  die  Differentialgleichungen  für  die  neuen  Veränder- 
lichen Ij  und  7].  wieder  von  canonischer  Form 


(3) 


dt  Brii^ 

(1  =  1,  2,  ...,  n) 
dv,  dF 


dt  df, 

werden. 

Wir  wollen  die  Bedingungen  hierfür  au&uchen,  d.  h.  die  Form 
der  Functionen  f^  und  g^  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  (2) 
und  (3;  bestehen. 

Es  wird  dabei  angenommen,  dass  P  als  eine  Function  von  x^ 
und  y^  (i  =  1 ,  2 ,  .  . . ,  n)  urui  der  Zeit  gegeben  ist. 

Man  hat  nun 

d^_d^dx^  d^,  dacn 

dt  "d«i    dt  '^  '"  "^  dxn    dt  ' 

"1"  -J—   —TT  "T  •  •  •  "1" 


dy,    dt  dyn    dt 

oder  nach  (1) 
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dei_^dji^   dF_  Bji    BF 

dt         dxi   dut  '*■"•'*■  dx»   dyn 

_dfe^^_  dfi    BF 

Führen  wir  nun  die  Bezeichnung 

ein,  so  ist  also 

(5)  S-tto^V 


Nun  ist  aber 


By.  ""  öf,    By.  -^'"-^  Bf.  By. 

_a^  d^  BF  Bvn  ^ 

Bvi    dy.  "*■•••*+■  dtin  By/ 

BF        BF    BSi    ,  ,    BF  BSn 

+  •••  + 


Bxt        BSi    Bx,  Bfn    Bxs 

I*     a  a  I*  •  •  •  *i       *»  ~5         ' 

€f  fJi      tfXg  Oljn      O  X, 


und  also 


aft  aF_  a_ft  a^^ 

a«.  dy,        dy«   Bx, 

aftva«.  ay,     ay,  bxJ  "^ 
+ + 

.BF^fBJi^  lh_^^]^, 
BfnxBx,  By,       By,   BxJ  "^ 

BFfBSi  Bfj,       aic   ByA 
"^  B%  \Bx,  By,       By,  Bx,)  "^ 

+ + 

BF^  fBJi,  lün^BJ,   Bju\ 
BTf^\Bx,  By,       By,  Bx,)' 

Werden  alle  diese  Ausdrücke  summirt,  indem  man  nach  einan- 
der «  =  1 ,  2 ,  . . .  y  n  setzt,  so  bekommt  man 
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[iv  ^  =  [|<,  IJ  H-  +  •  • .  +  [ii,  u  4i:  + 


(6) 


+ [&.  i7i]  41- + •  •  • + ß*' »'J  If- 


In  ähnlicher  Weise  erhält  man 


(6*) 


Es  wurde  aber  yerlangt^  dass 


.   r  1  ^^ 


(3) 


dt 


dF 


dt 


dF 


sein   würde   und    ofifenbar   sind   diese    Gleichungen    erfüllt,    wenn 
folgende  Selationen  bestehen: 


(7) 


[ii. 

IJ- 

0, 

k. 

flj- 

0. 

[|p 

%-]- 

0, 

lio 

flj- 

+  1 

(i^r) 


(i,  r  =  1,  2,  .  ..,  n). 


Sind  diese  Gleichungen  erf&llt,  so  sind  die  durch  (2)  einge- 
führten Veränderlichen  canonisch. 

Die  Relationen  (7)  sind  hinreichend'^  ob  sie  auch  noth- 
wendig  sind,  ist  zwar  für  unseren  Zweck  gleichgültig,  da  nämlich 
bei  den  hier  zu  untersuchenden  Substitutionen  diese  Bedingungs- 
gleichungen erfüllt  sind.  Man  findet  aber,  indem  man  (6) 
und  (6*)  mit  (3)  vergleicht,  dass,  wenn  man  keine  besonderen  Vor- 
aussetzungen   über    die   Function    F  macht,    die   Gleichungen  (7) 

auch  nothwendig  sind. 

19* 
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Mit  Hilfe  dieses  Theorems  wollen  wir  nun  neue  canonische 
Veränderliche  statt  der  DELAUNAY'schen  Elemente  einfahren. 

1)  Statt  der  Elemente  L,  0,  -ff,  /,  ff,  h  führen  wir  die  neuen 
Veränderlichen  A,  F,  Z,  X,  y,  z  durch  folgende  Gleichungen  ein: 


\      X=l  +  ff  +  h,     y  =  — ^-A, 


A=^L,  r=L--0,  Z^G'-H, 

(8)     :   .   .      , 

ir  =  —  Ä, 


und  entsprechende  G-rössen  für  die  Elemente  Z',  G'  u.  s.  w. 

Die  neuen  Elemente  ^,  J*  u.  s.  w.  sind  canonisch. 

In  der  That,  wenn  die  alten  Elemente  [L,  G,  H\  l,  ff,  h)  mit 
^1»  ^2>  ^8»  Vi^  y^f  Vz  bezeichnet  werden,  so  dass  i/  =  Tj,  G  —  x^ 
u.  s.  w.,  und  die  entsprechenden  neuen  EHemente  mit  |p  1,»  Is» 
V\j  %9  %}  so  dass  ^  =  Ij ,  -^^Is  ^  s*  ^M  so  findet  man 
erstens,  dass 

da  nämlich  die  1^  nur  von  x^^  x^,  x^  und  die  tj^  nur  yon  y^,  y^^Vs 
abhängen. 

Weiter  ist: 

[ll,^3]=         0,  [|a,178]=         0,         [|s.^/3]=+l- 

Die  Bedingungen  (7)  sind  also  erfüllt,  und  die  neuen  Elemente 
somit  canonisch. 

Durch  die  elliptischen  Elemente  ausgedrückt  ist  nun 

/ox    M  =  /^V^.     r  =  /9 1/^(1  «yi^*),     ^=/9ya(l-tf^(l-cost), 

Es  bedeutet  also  a  die  mittlere  Länge  in  der  Bahn,  —  y  die 
Länge  des  Perihels^  —  z  die  Knotenlänge.  Das  EHement  F  ist  dem 
Quadrate  der  Excentridtät  proportional,  Z  dem  Quadrate  der  Neigung. 
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2)  Statt  der  Elemente  F,  Z-,  y,  z  f&hren  wir  weiter  die  Ele- 
mente 1^  fj]  p,  q  durch  folgende  Gleichungen  ein:^ 

I|  =  y27'co8y,      p  =  y2Zco82r, 
n^i^TwiY,       q^y2Zdmz. 

Die  neuen  Elemente  sind  auch  canonisch. 

Da  bei  der  Substitution  (10)  in  den  Ausdrücken  für  die  neuen 
Elemente  nur  zwei  conjugirte  Elemente  eingehen,  so  können  wir, 
weil  wir  bei  der  Ableitung  von  (7)  vorausgesetzt  haben,  dass  F 
auch  eine  Function  von  i  sein  kann,  jede  Substitution  ftir  sich 
untersuchen. 

Angenommen  also,  dass  man  in  den  Gleichungen 

^^^'  dt  "  dy'        dt  "       dx* 


(12) 


wo  F  Yon  Xf  y  und  der  Zeit  abhängig  ist,  die  Substitutionen 

l  =  l^cosy, 

17  =3  y2*siny 
macht»  dann  ist 

[|,|]  =  [^,  ^]  =  0, 

Lß'^J  -  dx    dy        dy    dx 

==-Lcosy-y2*co8y +  }^siny.--^  1, 

und  I,  rj  sind  canoniscL 

Ea  folgt  hieraus,  dass  die  durch  (10)  deiEbirten  Elemente  cano- 
nisch sind. 

Die  canonischen  Elemente,  welche  wir  somit  erhalten  haben, 
wollen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  über  die  Störungstheorie 
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zu  Grande  legen.    Ihre  Bedeutung,  in  elliptischen  EHementen  aus- 
gedrückt, ist  nach  (10)  und  (9)  die  folgende: 


(A  =  ßy^, 


(13). 


1=      l+n=  mittlere  Länge , 


I=y2  2l(l  — yi -e*)cosw,   i?  =  -V2^(l-|yi  -<f»)8in«. 


P  =  V2^yr^l -cosi)cosß,  y=-V2J}/r^l-co8i)8inß. 


Wir   wollen    den  Zosanunenbang    zwischen  diesen   PoarossH- 
tchen  Elementen  und  den  elliptischen  Elementen  näher  untersuchen. 
Aus  (13)  folgt,  dass 


(14) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  e^  nach  den  Potenzen  der  Grösse 


(*)■-  m 


2 


entwickelt  werden  kann.    Man  bekommt 


Da  weiter 

y2(i-ynr^  =  e(i +  !«»  +  ...), 


+ 


so  ist 


yj 


=       tfCOSTT  X  (l  +  2^n^*)» 


Nach  (14*)  folgt  hieraus^  dass 


(15) 
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so    dass   e  cos  n   und  e  sinn   nach   Potenzen   von   -7=  und  --f=  enU 

wickelt    werden   können.     Umgekehrt   geht    aus    (15)    heiror,    dass 

—=  und  -=  nach  Potenzen  der  Grössen  «cossv,  und  ew\.n  ent- 

wickelt  werden  können. 

Betrachten  wir  nun  die  Elemente  p  imd  q^  so  finden  wir,  dass 


-^(1  -  e»)-V*=      y2(l  -  yi-.8in«t)co8ß, 
-1=. (1  -  ^V^*=  -  S2 (1  -  yi^^S^  sin  ß, 

aus  welchen  Ausdrücken  folgte  dass 

sin  t  cos  ß    und 
sin  t  sin  ß 

nach  den  positiven  Potenzen  der  Grössen 

^  (1  _  ^«)-v-     und     -1=  (1  -  tf*)-V* 

^A  ^  '  YA^  * 

entwickelt  werden  können. 

Wir  sind  also  zu  dem  Schluss  gekommen^  dass  die  Grossen 

«cos9r,  eÄniif 

sinicosßy         sin  I  sin  ß 

ncLch  den  positiven  Potenzen  der  Grössen 

_J_       _^   _p_       _q_ 

Ya  '     )/T '  1/3" '     i/X 

entwickelt  werden  können,  und  umgekehrt 

Werden  die  Glieder  dritter  Ordnimg  yemachlässigt,  so  hat  man 


(16) 


e cos n  =  -z=i  9  esmn  =z -1= , 

sin  i  cos  ß  =  -^ ,       sin  i  sin  ß  = 1=.  • 

yx  1/X 
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Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  beweisen,  dass  die 
Storungsfonction  sich  nach  Potenzen  von  ecosn^  esinnj  sintcosfi 
und   sin 2   sin  12   entwickehi   lässt     Es  folgt   dann   auch,   dass   sie 

nach  den  Potenzen  von  -f=  >  -y=.  >  -i=  und  -y==.  entwickelt  werden 
kann. 


(1) 


§  2.    Form  der  Entwickelung  der  Störungsfünction. 

Führen  wir  die  Bezeichnungen 

r  =  «  cos  n,  tt  =  sin  t  cos  Q , 
8  sseHinn,  o  =  sint8inl2, 
r'  =  e'  cos  n'      u.  s.  w. 


ein,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Störungsfünction  sich  nach  den 
Potenzen  von  r,  s,  u,  o,  r',  s  u.  s.  w.  entwickeln  lässt,  und  die 
Coefficienten  in  dieser  Entwickelung  sind  dann  Functionen  der 
Elemente  A^  Ä,  Ä^  X  u.  s.  w. 

Da  die  Störungsfünction  eine  analytische  Function  der  Coordi- 
naten  ist,  die  für  0  =  r  =  *  =  «  =  t?  =  r  . . .  endlich  ist^  so  genügt 
es  zu  beweisen,  dass  die  Coardiruäen  nach  den  Potenzen  der  frag- 
lichen Grössen  entwickelt  werden  können. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass 

sin*  i  =  tt*  +  v* , 
und  also 

sin2*i  =  (t£*  +  »*)", 

woraus  folgt,  dass  alle  geraden  Potenzen  von  e  und  sint  ganze 
rationale  Functionen  von  r,  «,  t£,  v  sind. 

Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  haben  wir  in  §  9  des 
vierten  Abschnittes  folgende  Ausdrücke  gefunden 


§  2.     Form  der  Entwickdung  der  Störungsfundion. 
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(2) 


WO 


(2*) 


1  = 


X^Ä    ^  +  B    7i, 


—  oo 

+  00 


% 


1  ^<-l  .   . 


Ti  =ayi  — tf*  2  ~«^<«    sini/. 


—  OD 


Die  Coefficienten  ^,  Ä,  ^j    u.  8.  w.   hatten   folgende  Werthe 


(n 


A   = 

COS  (;r  — 

ß)  cos  ß  —  sin  {n  — 

ß)sin  ßcost, 

B  =- 

sin  {n  — 

ß)  cos  ß  —  cos  (;r  — 

ß)sinßcost, 

^,  = 

cos  {n  — 

ß)  sin  ß  +  sin  (n  — 

ß)cosßcost, 

A-- 

sin  (;r  — 

ß)  sin  ß  +  cos  (^  — 

ß)cos  ßcost, 

^1  = 

sin  [n  — 

ß)sini, 

A  = 

cos  (TT  — 

ß)sin2. 

Diese  CoefHcienten  können  in  folgender  Weise  geschrieben 
werden: 

A  =  cos(7r  —  ß)cos  ß  —  sin(^  —  ß)sin  ß(l  —  sin*i)*/« 

=  cos(;r  —  ß)cosß  — sin(^  —  ß)sinß(l  —  -- sin^i  — —  sin*i  —  ] 

=  cos;r+  Y  siii^  *  sin  (;r  —  ß)sin  ßfl  +  —  sin'i  +  . . .] 

=  cos;r+  Y8ii^^*8"iß[8in^cosß  — cos;rsinß]|l  +  —  sin*i  +  . . .] 

=  cos  ;r  +  {— ti  t;  sin  ;r  —    -  v^  cos  ;r  j  { 1  +  —  sin*  i  +  . . .] . 

Werden  die  übrigen  Coefficienten  in  ähnlicher  Weise  umge- 
schrieben, so  wird  nun,  wenn  folgende  Bezeichnungen  eingeführt 
werden: 
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(3) 


so  dass  Pj,  P,  und  P,  Reihen  bezeichnen,  welche  nach  den  posi- 
tiven  Potenzen  von  u  und  v  fortschreiten  (und  mit  Gliedern 
zweiten  Grades  anfangen): 


(4) 


A    = 


COS  w  +  Pj  sin  n  —  Pj  cos  ;r , 
sin  TT  +  P,  cos  ;r  +  P3  sin  ;r , 
sin  ;r  —  Pj  sin  ;r  +  P,  cos  n , 
cos ;i  —  Pj  cos  jr  —  Pj  sin  ;r, 
ir  sin  ;r  —  t?  cos  n , 
ttCOs;r  +  o  sin  ;r. 


(5) 


Ich  erinnere  nun  an  einen  Satz  aus  der  Trigonometrie^  nämlich 
cosnö  =  C^cos"Ö  +  C;,_,cos"-2ö  +  . . ., 


wo  C^,  C^_2  ^*  ^'  ^'  ^^^  ^^^  ^  abhängen,  und  die  Beihe  so  lange 
fortgesetzt  wird,  bis  keine  positiven  Potenzen  von  cosd  mehr  auf- 
treten. 

Durch  Differentiation  erhält  man  die  entsprechende  Beihe  ftlr 
sinnd 

(5*)         sin  n  Ö  =  sin  ö  [i>^_i  cos»-i  ö  +  D^_^  cos»-^  Ö  +  • . .]  • 


(6) 


Aus  diesen  Ausdrücken  erhält  man 

f    «"cosnjr  =  C^r»  +  C^^^r^'-^ir^  +  **)  +  ..., 

tf"sinn;r  =  8[D^_^r^-'^  +  ^«_8 r»-^ (r*  +  «*)  +  .  .., 


so  dass  mithin  e^  cosnn  und  e^  sinnn  ganze  rationale  FunetUmen  van 
r  und  s  vom  Orade  n  sind. 
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Betrachten  wir  nun  zuerst  das  constante  Glied  in  (2*).    Nach 

m 

Q 

IV  §  9   ist   dasselbe   in  tj    gleich  Null  und   in  |   gleich    ^  —  ae. 

Wird  es   mit  A,  Ä^  oder  Ä^  multiplicirt,   so   bekommt  man  offen- 
bar nur  Glieder,  die  durch  r,  Sj  «,  v  ausgedrückt  werden  können. 

Lassen  wir  nun  das  constante  Glied  aus,  und  schaffen  wir  die 
negativen  Indices  in  (2*)  weg,  so  können  wir  schreiben 


1=  ^^^-j^i.    -^u    Jcosi/, 

fy  =  ayi-tf»v|  \^\'^  +  /).'*' ^j  sin il, 

wo   wir   statt   /  die   mittlere   Länge    einzuführen   haben   durch  die 

Gleichung  §  1  (13) 

(7)  l^l^n. 

Es  ist  also 


(8) 


1=  ^2~(*'<«    ""•^<«    )(co8i;rco8iJl  +  8int;rsiniÄ), 

f}  =  a^\  —  «*  2  ~  {*^<«    +«'^<«    ](— sint;icosiA+cosi;rsintÄ). 

Die  Coefficienten  /«.  können  nach  den  positiven  Potenzen  Yon 
e  entwickelt  werden,  und  es  war  nach  IV  §  9  (9) 


(9) 


"    ~  it-i   I        II.«    ■*■  ß»(«+i)    '"y 


""  U'+l     Y         |l(«+2)'*'    l2-(»  +  2)(.+3)       "']• 

Wenn  man  nun  diese  Aosdrttcke  in  (8)  einsetzt,  so  findet  man, 
dass  /j.  und  J^^  mit  cost^r  oder  sint;r  zu  multipliciren  sind, 
und  wenn  man  die  Ausdrücke  (2)  und  (4)  berücksichtigt^  ausserdem 
mit  cos;r  oder  sin^r. 
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Nach  (6)  lassen  sich  offenbar  die  Producte 

e/<,     cost;r     V     y  cos;r, 

octer  Ji^     sin  t  ;r  oder  sin  n 

nach  Potenzen  von  u  und  v  entwickeki. 
Ebenso  findet  man  unmittelbar,  dass 

e^Ji^     cos  tn     .     y  cos;r, 

oder  e^ «/,,     sin  i  n  oder   sin  n 

sich  in  dieser  Weise  entwickeln  lassen. 

Es  bleiben  also  nur  diejenigen  Glieder  in  |  und  r^  zu  unter- 
suchen, welche  Yon  folgender  Form  sind: 


(10) 


(I)  =  «5]~*^<«         (cost;rcosiÄ  +  sin  i^rsin  lÄ), 
(iy)  =  ö2~*^<«    (""  ^^^  i^cosi  A  +  cos2;r  sin  lÄ), 


welche  Ausdrücke  statt  |  und  ri  in  (2)  einzusetzen  sind. 

Macht  man  diese  Substitutionen,  so  findet  man  aber,  dass  man 
nur  die  folgenden  beiden  Combinationen  erhält,   nämlich  entweder 


i-l 


e/).     cos(2  — l);r 
oder 

J,'    8in(2-l);r, 

und  beide  lassen  sich  nach  (6)  als  Potenzreihen  in  r  und  $  dar- 
stellen. 

Hiermit  ist  also  bewiesen,  dass  die  Coordinaten  nach  den 
Potenzen  der  G-rössen  u,  o,  r,  «  entwickelt  werden  können,  und  also 
auch  nach  den  Potenzen   der  PoiNOABfi'schen  Elemente  i,  rj,  Pj  q^ 

Der  hier  gegebene  Beweis  ist  etwas  umständlich  und  könnte 
yieUeicht  kürzer  gemacht  werden. 


§  3.     Enttaickelung  der  Störungsfunciion, 
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Indem  wir  uns  Yorläufig  auf  das  Problem  der  drei  Körper  be- 
schränkten, hatte  die  Störungsfunction  F  —  unter  Anwendung  Yon 
jACOBi'schen  Coordinaten  —  nach  V  §  5  (34)  folgendes  Aussehen: 


(1) 


wo 


(2) 


F^ 


+ 


n    kfUbfllc 


k*  m«  fite 

rca 


k*  m«  wie 

Tgft 


J/Wlfc  +  fW« 


ß'=km, 


y  m^  +  mt  +  n 


l 

fWe 


Die  Coordinaten  des  Körpers  £  in  Bezug  auf  C  als  Anfangspunkt 
sind  q^j  q^,  q^,  und  die  Elemente  der  von  £  beschriebenen,  osculiren- 
den  Ellipse  sind  A,  ^j  i,  i],  p,  q»  Die  entsprechenden  Ghrössen 
(Coordinaten  und  Elemente)  für  den  Körper  A,  auf  ein  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  Anfangspunkt  im  Schwerpunkt  Ton  C 
und  B  liegt,  wollen  wir  mit  gestrichenen  Buchstaben  bezeichnen. 
Es  ist  dann  nach  V  §  5  (6)  und  (6*^ 


(3) 


/       «.2       —  /,  '2 


ga 


.2 
ea 


?l"  +  9,"+?3'*. 


.2 


ab 


2  wie 


Wie  +  Wlft 


(yi?/   +9292+9393)' 


Nach     dem    vorigen    Paragraphen    können    die    Coordinaten 
nach  Potenzen  von  -^ ,  -^ ,  -?:= ,  -7= ;  -A= ,  u.  s.  w.  entwickelt 

YÄ    YÄ    VA    VÄ    yjf 
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werden  und  hieraus  erhält  man  für  die  Störungsfonction  eine  Ekit- 
wickelung  von  ähnlicher  Art  Wir  wollen  diese  Entwickelang  bis 
zum  zweiten  Grad  inclusive  der  betreffenden  Grössen  ausf&hren. 

Diese  Entwickelung  kann  bis  zu  einem  beliebigen  Grad  der  Ex- 
centricität  und  der  Neigung  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  aus- 
einandergesetzten Methode  ausgeführt  werden.  Beschränken  wir  uns 
darauf,  die  zweiten  Potenzen  der  fraglichen  Grössen  zu  behalten, 
so  können  wir 'beispielsweise  in  folgender  Weise  vorgehen. 

Nach  IV  §  9  (19)  und  (23)  ist 


(4) 


—  =  A{cosw  —  e)+B  ]/l  —  e^sinto, 

—  =  ^i(costo  — e)+-ffjyi  —  ^^sinto, 

—  =  Ä^{cosw  —  e)+B^'\/l  —  e^sinu;. 


Die  Ausdrücke  &ür  A,  B,  A^    u.  s.  w.  sind   in  (4)  des  vorigen 
Paragraphen  gegeben. 
Es  wird  also 


—  =  —  -4  ^  +  cos  n  cos  10  —  yi  —  e*  sin  nsinto  + 


(5) 


+  P,      (sin  ;r  cos  to  +  ]/l  —  e*  cos;r  sinto)  + 


+  Pg(— cos^rcosto  +  ]/l  —  e*sin;rsinto), 
—  =  —  A^e  +  Bian  cos  tr  +  yi  —  «*  cos;r  sin  to  — 


—  Pj  (sin  n  cos  to  +  yi  —  ^*  cos;r  sinto)  + 


+  Pg  (cos;r  cos  w  —  yi  —  «*  sin;r  sinw) , 
—  —  — ^«+fi(sin;rco8M;  +  yi  —  e*  cosnBinic)  + 


Es  ist  aber 


+  v(—  cos;rcosu7  +  yi  —  «*  sin  ;r  sin  to) . 

A  e^r  +  P^s^P^r, 
A^e  ^  s  ^  P^8  +  P^r, 
A^e^us^vr, 


§  3.     Entwiekeltmg  der  Störungsfunction. 
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und  führen  wir  die  Bezeichnungen 


(6) 


ein,  80  ist 


D  =s  cos  n  cos  «7  —  yi  —  ^*  sin  nünwj 
^  a  sin  91  cos  «7  +  y  1  —  e*  cos  ;i  sin  «> 


(7) 


^  ^^  s  +  P,s  ^  P^r  +  E ^  P^E  +  P^D, 


ii  =      vr  -^  US  +  uE ^  vD, 


so   dass  nur  übrig  bleibt,    die  Grössen  1)  und  ^  nach  Potenzen 
von  r  und  «  zu  entwickeln. 

Mit  Hilfe   der  BsssBL'schen  Integrale   oder  in  anderer  Weise 
erhält  man  nun  bis  zum  zweiten  Grade  in  e 

6  8 

costo  =5  COS/  +  — (cos2/—  1)  +  -^* (cos 3 /—cos/), 
sin  W7  =  sin  /+  -|-  8in2/         +  -^*(3sin3/— sin/), 

2  o 


Führt  man  hier  die  mittlere  Länge  X  durch  die  Relation 


X^l  +  n 


ein,  so  bekommen  wir  endlich 


(8) 


D  =  cosÄ  +  -J^r(cos2A— 1)  +  |«sin2Ä  + 

+  |r*(co8  3Ä  — cosÄ)  — |«*(3cos3i  +  6co8Ä)+ 
+ ^r«(38in3>L+sin7,), 

E  =^BmX  +  \rsm2X'-\s{coB2X+  1) + 

+  I r*(3  sin  3)1  -  6  sin Ä)  -  f  «» (sin3Ä  +  sinÄ) - 
—  ^r«(3cos3A  — cosT,). 
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Führen  wir  nun  statt  r,  s,  u,  v  die  Elemente  |,  tj,  p,  q  nach 
§  1  (16)  ein,  and  ziehen  wir  die  Ausdrücke  §  2  (3)  in  Betracht, 
so  bekommt  man  endlich 


(9) 


-^  =  cosX  +  l-^(co82A  -  3)  - +-^8m2i  + 

+  |-j^(co8  3;i— cosJl)  —  |-2-(3co83A.  +  5co8A) 
_|i'(38m3X  +  8ini)-^^siiiX-i-^co8A, 


^  =  8inA+  4-4=8in2X  +  4-^(co82i  +  3)  + 
+  i-5-  (38m3Ä-58inA)  _  |  ^  (sin  3  X  +  smX)  + 


!>? 


P*  „:, 


P? 


+  i^(3co83X-co8X)-|^8mX-^^co8X, 
^  = -^sinX  + -^.cosX + 

+  iy8in2X-|y(3-co82i)  + 
+  j?|(3  +  cos2X)-  J^8m2i. 


Aas  die8en  Ausdrücken  erhält  man  weiter 


(10)    . 


und 


(10*) 


2 


2_/,« 


n.  =  ?i  +V+?a  -« 


1-2  -|=C08A  +  2  4=  8in  A  -f- 


tH  i^(3  -  C082A)  +  1-^(3  +  C082X) + 


i^  sin  2  X 


»•*.,  =  ?i'*+y.'*+y,'*=a 


«_v» 


1  -  2  4=cosA'+2  4=  sin  X'  -|- 


VZ' 


YÄ 


v% 


+  i-^(3-cos2X)+  J^(3  +  co82X')  + 


+     ^8in2X' 
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Aus  (9)  leitet  man  den  folgenden  Aiudmck  für  q^  q^  +  q^  q^  + 
+  ?»?$'  ab: 


(11) 


i    g.  g/  +  9,  9.;  +  g,  ?.'  ^  C03  (X  -  A')  + 
+  -  ,t-  [ic08(2X  -  X')  -  |C08X']  + 


[-|sin(2A-A')  +  |8ini'] 


Vä 


+  -^  [|C08 (2i'  -  A)  -  I cos  A]  + 

VA 

+  -^[-  i8in(2i'  -  A)  +  JsinA]  + 

+  x  ei®*»* (3^  -  ^')  -  i«>8(A -  ÄO  +  ico8(i  +  A*)]  + 

+  ^  [-  |C08(3A  -  ;i')  -  ^C08(Ä-  A')  -  |C08(Ä+  X')]  + 


+  ^[-|8in(3i-A') 


-i8in(A  +  i')]  + 


f" 


+  V  [|cos(3A'  —  A)  —  ioo8(A  —  A*)  +  |cob(A  +  A*)]  + 

+  -^[-  f  008(3 A'  -  Ä)  -  |C08(A  -;i')  -  |008(Ä  + A')]  + 


+  ^^C-i8m(3A'-A) 


-i8in(A  +  Ä')]  + 


ff 


+    ,L1_  C* -  +C082X  — 4co82X'  +  ico82i-2;i')] 
^ÄÄ'  •-♦      *  ♦  *  ''-' 

+  :^£=r[\  +  |C092A  +  |C08  2A'  +  ico8(2A  -  2X0]  + 

+  -i£r-[|8m2A  +  |8m2;i'  +  isin(2A  —  2A')]  + 

+  -Z^  [j8in2X'  +  |8m2A  +  ^8m(2r  -  2X)]  + 
yA  A' 
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+  ^[-:^coa{X  +  X')-\c(iB{X-X')]  — 


(11) 


P9 


-|-^8m(i  +  A')  + 


+  ^[|C08(Ä  +  X')-  |C08(Ä  -  X')]  + 

+  ■^1-  ico8(A  +  X")  -  ^C08(A  -  Xy]  - 
-^?^^n{X  +  X')  + 

+  -^[\cos{X  +  X-)  +  ico8(X  -  X')-]  + 
+  -^[|8m(A  +  AO  +  j8m(A  -  A')]  + 


P'« 


r[|8m(Ä'  +  X)+  ^8m(A'  -  A)], 


yZÄ 

Man  hat  nun  die  Aa8drQcke  (10)  and  (11)  in  (3)  und  (1)  ein- 
zusetzen.  Es  ergiebt  sich  dabei,  dass  die  Entwickelung  der 
Störangsfiinction  sich  sehr  umständlich   gestaltet,   wetm  man  nicht 

ffkkhzeitiff    mit    der    Entwickelung    nach     den    Potenzen    von 


VA 


-j=  n.  s.  w.  auch  eine  Entwickelung  nach  den  Potenzen  der,  ah  klein 

angenommenen,  Massen  m^  und  m^  vornimmt.  Dies  ist  ein  Nachtheil, 
der  bei  der  Anwendung  von  jACOBi'schen  Coordinaten  eintritt,  nnd 
der  bei  gewöhnlichen  relativen  Coordinaten,  ebensowohl  wie  bei  cano- 
nischen relativen  Coordinaten,  vermieden  werden  kann.  Obgleich 
dieser  Umstand,  vom  theoretischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  unter 
Umständen  als  ein  erheblicher  Mangel  der  JACOBi'schen  Coordi- 
naten betrachtet  werden  könnte,  so  ist  indessen  zu  bemerken: 
erstens,  dass  es  keine  mathematischen  Schwierigkeiten  darbietet,  auch 
unter  Anwendung  von  jACOBi'schen  Coordinaten  eine  Entwickelung 
nach  den  Potenzen  der  Massen  zu  vermeiden,  da  es  sich  hier  wesent- 
lich nur  um  eine  Bequemlichkeitsfrage  handelt,  und  zweitens,  dass  für 
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stSrungstluaretucke  Untersachnngen,  bei  denen  so  wie  so  eine  Elnt- 
wickelong  nach  den  Potenzen  der  Maeeen  gesehtebt,  der  bemerkte 
üebelstand  dieser  Coordinaten  von  keiner  Bedentang  ist 

Indem  wir  also  in  dem  Aosdrack  für  die  Stömngsfnnetion  alle 
Glieder  von  höherem  Grade  als  dem  zweiten  in  Bezng  auf  die 
Massen  yemachlässigen,  so  können  wir  setzen: 

und  also 

=  7 ^  ZT-  (?i  ?i'  +  9%  9t  +  99  JsO* 

'§a  Wie      ^  §m 

Der  Ausdruck  f&r  die  Störungsfunction  wird  somit  bis  zu 
Gliedern  von  der  zweiten  Ordnung  (incl.)  in  Bezug  auf  die  Massen: 


(13) 


^         2fiL«    ^  2^'L'«  ^ 

k   Tita  ^b  k   tlta  ^ft  /  '     •  f     t  /\ 

'  a  6  f^g  a 


Die  Hauptschwierigkeit  liegt  in  der  Entwickelung  von 
r^t,,  fär  welche  Grösse  wir  den  Ausdruck  (12)  zu  benutzen  haben. 

Wir  unterscheiden  nun  in  r\^  zwei  Theile  J^^  und  f,  von 
denen  J^*  diejenigen  Glieder  enthält,  welche  vom  nullten  Grade 
in  ^,  f]  XL  s.  w.  sind,  f  alle  übrigen.    Es  ist  dann 

(14)  Jo*  =  a"  +  «'*  -  2a a  cos  (Ä  -  Ä^» 
und 

(15)  r\,  =  J,«  +  f, 
also 

20* 
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Die  Bedingungen  f&r  die  Gonvergenz  dieser  Entwickelang  werden 
wir  in  einem  der  folgenden  Abschnitte  untersachen.  Man  bekommt  nun 


(17) 


=^J-  ^[fl'cosA-  laa'cosX  +  |aa  C08(2Ä- Ä')]  + 
+  -p^ — [-a«8inÄ  +  |aa'sinA'-|aa  8in(2A-A')]  + 
+  -7=4^^ — [a'"cosÄ'—  |aa'cosA+  J  aa'cos(2Ä'  — A)]  + 
+  -p|^— [-a'^sinr+fÄfl  8inA-|aa'8in(2Ä'- A)]  + 

+  I  a*  cos  2  A  +  I  a  a  COS  (3  A  —  A')]  + 

+  -j^C-  |a"  -  \aa  C0B{X  +  X')  -  J  aa'cos(A  -  X')  - 

—  |a*cos2Ä-|aa'cos(3A-r)]  + 
+-^[-iaa'sin(A+ A')-|a«8in2Ä- 
-|aa'sin(3Ä-r)]+ 

+  2^i[-  i^'*  +  iflfl'co8(A  +  ÄO  -  J-aa'cos(A  -  X')  -+- 

+  ^a2cos2A'  +  |aa'co8(3A'- A)]  + 

+  jTjiL-  1«'*  -  iaa'cos(A  +  X')  -  \aa  cos(X  -  A^)  — 

-  ■^a«cos2Ä'  -  |aa'cos(3r  -  X)]  + 
+  -^[-  |aa'sin(A  +  X')  -  |a'»sin2Ä')  - 


A'A 


+  |aa'cos(2A-  2^^]  + 
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(17) 


VV 


+  -=y= — [faa' +  |aa'co82Ä  +  |aa'co82A'  + 
yA  A!  4q' 

+  ^aa'co8(2Ä-2A')]  + 


+    Jl.      r|flfl8in2A +  |aa^  8in2y  + 

+  iaa'8iii(2A-2A')]  + 

+  -Fil^— [4aa'8in2r +4aa8in2A  + 

+  iaa'8in(2Ä'-2A)]  + 

+  -nräEiöfl  008(^  +  ^0  — ^aa'co8(Ä  —  A')]  + 

+  -^^[—  Jaa'co8(Ä  +  A')  — -^aa'co8(Ä  —  Ä')]  + 

+  -i^ä- [i « «' cos (Ä  +  AO  -  i««  co8(A  -  Ä')]  + 
+  2?jj[— |aa'co8(Ä  +  X')  —  i  «  «' cos  (Ä  —  A')]  + 

+  -=^^[-  ^aa  cosß  +  X')  +  ^aa'cmß  -  X')]  + 

y  AA  Jq* 
+  -^^— [iaa'c08(Ä  +  XO  +  ^aa'c08(Ä  -  X^]  + 

+  ~;44f71  [ia«'8in(l  +  AO  +  iaa'8m(A  -  ^01  + 
+  :^^—  [iad'smCA'  +  A)  +  \adw^{}:  -  Ä)]. 


Die  Entwickelung  von  r.^  wird  dadurch  charakterisirt,  dass 
die  Coefficienten  in  der  Entwickelong  dieser  Grösse  nach  den 
Potenzen  von  |,  17  n.  s.  w.  ganze  rationale  Functionen  von  1 :  A^ 
werden.     In  der  Entwickelang  der  übrigen  GUeder  der  Störongs- 
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function  tritt  aber  diese  Grösse  J^  nicht  aa£  Es  ist  aus  diesem 
Grunde,  der  üebersichtlichkeit  wegen,  geeignet^  die  Störungsfunction 
in  zwei  Theile  zu  trennen:  den  sog.  prmeipalen  Theä  F^ 


(18*) 


35»       ^*  w.mft 


ab 


und  den  complementären  Theil  P^ 

SO  dass 

(18) 

und  man  eihfilt 


F^F^  +  F^, 


(19) 


+  |— j^^{a*C08i  — ^aa'co8;i'  +  |aa'oo8(2X-  A')}  + 
+  1?— ^{-a»8mÄ+ Joo'8mi'-^oa'8m(2^-^')}  + 
+  1'— ^^{a'«  cos  i'  —  fao' cos  i  +  |aa' cos  (2A'-iJ  + 
+  i?'-jip^{-a'»  sin  X'  +  |aa' sin  A-|aa' sin  (2r  -  i)}+ 

+  |»3-{^,[-ia»  +  iaa'co8(Ä  +  i')-iaa'co8(A-Ä')+ 

+  |a*co82A  +  |aa'co8(3;i  -  i^]  + 

+  Ti[l«*+ V«*«'*-i«'«'co8(A+i')-  fo'a'co8(A-A')+ 
+  ia*cos2X-|aV"cos2A  +  ffa*a'«cos2X'- 
-  f  a*a'"cos(2A  -  2^0  +  iÄ'fl'co8(3;t- AO  + 
+  ^\a*a'*cos(4Ä-2Ä')]j  + 

+  i7"-i^jj-,  l;--|a*--|aa'cos(A  +  >L')--ifl«'co8(Ä--r)-- 
— i«*cos2A  -|aa'cos(3A— AO]  + 
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+  Ji[l«*+  V  a*a'*+ia*«'co8(X+i')-  |a»a'co8(i-i')  + 

+  |a«a'»C08  2A  — |o*0082A  — fJa•a'»C08  2Ä'- 
-  |a*«'»C08(2i  -  2^0  -  |a»a'co8(3A  -  A')  - 

-T^a»a'«C08(4A-2X')]}  + 

+  1 17  ^  {^,[-  l«a'8in(A  +  X)  -  \a*nn2X  - 

-|aa'8iii(3A-A')]  + 
+  ^,[|a»a'8m(A  +  ^0  -  |a*8m2A  +  \a*a'*täxi2X  - 

-  V  a*a'*im2X  -  |a»a' 8m (3Ä  -  X^  - 
-|a»a'»8m(4i-2i')]) + 

+  r*  i",  {^.  [-*«'»  +  i«a'co8(A  +  ^0  -  iaa'co8(A  -  XO  + 
(19)       \  +|a'«co8  2i'  +  |oa'coe(8X'-Ä)]  + 

+  T-.  [i«'*+  V  a*a'*-  *ao'»C08(A  +  i')-4aa''co8(A- A")  + 
+  |a'*C0B2i'  -  |a»a'«  C082i'  +  fJo»«'»co82A  - 

-  f  a»a'»C08(2r  -  2X)  +  |aa'»C08(3i'  -  A)  + 

+  ^  a»a'»  C08  (4A'  -  2i)]}  + 

+  f/'»  ^.[j-,[-  |a'»-|aa' C08(A  +  AO  -  H«'«o»(*  -  ^O  - 

-  ^a'»C08  2r  -  |aa'co8(3A'  -  i)]  + 
+  T-.  [!«'*+  V  oV»+|aa'»co8(X+X')-  Jaö^c08(i  -X)- 

-  |a'*C082X'  +  f  o»a'»C082A'  -  fja«a'»c082i  - 

-  I  a»a'» cos  (2 i'  -  2i)  -  |ao'»co8(3A'  -  i)  - 

-  TVa»a'»co8(4i'  -  2A)]|  + 
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+  ^*l'i[j^[-  l««'8in{A  +  X')  -  ia'«8in2i'  - 

-\aa'tän{9X'-3i)]  + 

+  jT[*«a"  8»o(>^  +  ^1-  io'*  «n2;i'  +  f  a»a'*8m2  A'  - 
-  V  a*a*8in2X  -  |aa'«8m(3A'  -  X) - 
-|o»a'»8m(4r-2A)l}  + 

+     ,!!_  I— riaa'  — 4aa'co82;i  — iaa'co82A'  + 

+  -iaa'c08(2Ä  — 2i')]  + 


+  ^[-  iaa'*  -  ia*a'  +  V  a*a'*cos{X  +  X')  + 

+  V  Ä*a'*co8(Ä  -  A')  -  f  a»a'co82Ä  +  |aa'»C08  2A  - 
-  faa'» cos 2A'  +  |a«a  cos 2^  +  ^aa^  C08(2A  -  2X0  + 
+  \a^a  C0B{2X  -  2^0  -  f  a*a'«co8(3A  -  A^  - 

-|a»a'*cos(3A'-A)  +  |a*a«co8(3A-3A')])  + 

+  -^^j^  [faa'  +  |aa'co8  2A+|aa'co8  2r  + 

+  ^aa'co8(2Ä-  2A')]  + 

+  4r[-  f  fl'«  -  f  ««''  -  V  fl*ö'*cos(Ä  +  AO  + 

+  V  a^a'*C08(Ä  -  A')  +  f  a*a'co82A  -  f  aa'»C082Ä  + 
+  f  aa»cos2r  -  f  a»a'co82A'  +  |a«a'co8{2A  -  2X')  + 
+  |aa»co8(2Ä  -  2X)  +  ia^a^cos{SX  -  A^  + 

+  f  a«a«cos(3A'  -  l)  +|a*a«C08(3A- 3^0]}  + 
+  -ß:£=.i—[iaasin2k  +  iaasm2X'  + 

+  iaa  sin (2^-2^0]  + 
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(19) 


+  -^ [-  V  a'd*än{3L  +  A')  -  V  a*a*Bin{X  -  X")  + 

+  fa'a  Bin 2A  -  |aa'» 8m2i  +  Jao'« sin 2A' - 

-  |aV8in2A'+|aV8m(2A-2A')+|aa'»8iii (2^-2X0+ 
+  |a»a'»  sin  (3  X  -».')  +  |a»a'«sm(3X'  -  X)  + 

+  |a*a'»8in(3X-3X')])  + 

+  ^^  I— r4aa'8in2A  +  4aa'8iii2r  + 

+  |aa'8iii(2A'-2X)]  + 

+  -.^ [-  V  a*a*mn{X  +  X*)  -  V  a*a'*8in{A'  -  A)  + 
+  |aa'«8m2A'  -  |a»a'8in2X'  +  \a'a'mi2X  - 

-  I  a  a'» Bin  2 A  +  f  a  a'» sin  (2 A'  -  2X)  + 

+  |a»a' sin (2X'  -  2X)  +  |a»a'»8in{3X'  -  X)  + 
+  I  a»  a'.'  sin (3 A  -  XO  +  I  a"  «'*  sin  (3X'  -  3i)])  + 

+  p*-r\-j\\aa' coa{X  +  X')  -  \aa' cos{X  -  X')^  + 

+  />'»-ri-p{^a«i'cos(A  +  X)  -  iaa'co8(X  -  A')}  + 
+  ?*TrT'{-  iflö'co8(A  +  AO  -  Jao'cosCA  -  A'^  + 

+  PP    -^={-  iaa' cos(A  +  V)  +  ^aa  coB{X-X')]  + 

+  qq  ^={J^aa'cos(A+  i')  +  |  a  a' COS  (X  —  AOI  + 

+  po' ^={+aa' sin (X  +  X\  +  4aa' sin(A  -  X')}  + 

+  />'g        L_{iaa'  8in(X  +  ;.-)  -  iaa'8in{X  -  X^ 
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(20) 


^,= 


Äf*  wij  fitf       Af*  ffifl  ffi, 


2a 


+  -ät^  +  "»«'«» -^{-  «»(^  -  ^0  + 


+  -^[-2co8(2X-A')]  + 


y^ 


[2mn{2X-l')]  + 


+  -^  [fCOSÄ  -  ^C08{2^'  -  A)]  + 

+ -5^  [- fsin  A  +  ism  (2A' -  A)] + 

+  ^[_|C08(i  +  A')  +  |C08(Ä-X')-  V«>8(3>t->1')]  + 
+  4-[i  C08(A  +  A')  +  I  C08(i  -  ^0  +  ¥  «08  (3Ä  -  X")]  + 


+  -i^  Ei  Sin  ß  +  ^') 


+  V  8in  {SX-  X')]  + 


+ -^  [— I C08  (A  +  ;i')  +  ^  C08  (Ä  -  X')  -  I C08  (3A' -  A)] + 
+  ^[i  C08(A  +  A')  +  ^  C08(i  -  A')  +  I  C08(3A'  -  X)]  + 


+  -^[i8iD(A  +  A') 


+  |8in(3r-A)]  + 


??' 


+     ""      [3 cos 2 A  -  C08 {2X  —  2X')]  + 


v? 


=  [-  3  C08  2i  -  C08 (2A  -  2X')]  + 


yÄA 
+  -^£=[-  38iii  2A  -  sin  (2A  -  2A')]  + 


=  [-  3  an  2 A  -  sin  (2A'  -  2A)]  + 


+  ^  [  _  I  cos  (;i  +  AO  +  i  cos  (>l  -  >l')]  + 
+  -^[|co8(A  +  A')  +  |cos(A  -  AO]  + 
+  ^[i8in(A+A')]  + 
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(20) 


+  ^[-  \^Q-  +  ^0  +  iC08(i  -  X)]  + 

+  -^  [|co8(A  +  A')  +  ico8(i  -  A')]  + 


/  ^' 


+  ^ [ico8(Ä  +  A')  -  i  co8(A  -  ;/)]  + 

+  ^[-  lC08(A  +  AT-  iC08(A  -  X)]  + 

+  ^[- i8in(A  +  AO  -  i8iii(Ä  -  A')]  + 
+  ^[-^8iii(r  +  A)-i8ina'-Ä)]). 

Die  obige  Entwickelung  der  Störungsfdnction  bis  zu  den 
Gliedern  zweiten  Grades  in  |,  17,  p^  q,  ^  u.  8.  w.  ist  von  den 
Herren  G.  NorAn  und  J.  A.  Wallbebo  aasgeführt  worden.^ 

In  den  obigen  Ausdrücken  sind  die  halben  grossen  Achsen  a 
und  a!  der  osculirenden  Ellipsen  in  die  Coeffici^iten  eingeführt 
statt  der  canonischen  Elemente  A  und  A\    Man  hat  nun 

a  = 


(21) 


a  = 


§  4.    Prineipien  der  Sttningstiieorie. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  canonischen  Elemente  lauten: 


(1) 


dA 
dt 

dt 

dp 
~dT 

dA^ 
dt 


BF 
dl' 

dF 

dfi 

dF 
dq 

BF 


BX' 


dl 
dt 

An 

dt 

dq 
dt 

dl' 
dt 


BF 

BA 

BF 

BS 

BF 

Bp 

BF 

BA' 


U.   8.   W.y 


^  Meddelanden  Mn  Lands  Observatorium.    Nr.  10. 
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und  nach  den  Auseinandersetzungen  der  vorigen  Paragraphen  kann 
man  die  Störungsfunction  F  in  folgender  Form  schreiben: 

wo  die  ganzen  Zahlen  i,  j,  A,  /,  T,  /,  h'  und  /'  die  Werthe 
0,  1,  2y  ...,  00  annehmen.  Die  Goefficienten  Ä  sind  von  A,  X, 
Ä  und  ü  abhängig. 

Die  starenge  Integration  dieser  Dififerentialgleichungen  ist  bis 
jetzt  nicht  gelungen,  trotz  den  fortgesetzten  Bemühungen  der 
grössten  Mathematiker  der  letzten  150  Jahre.  Man  weiss  nicht,  ob 
die  Schwankungen  der  halben  grossen  Achsen  der  osculirenden 
Ellipsen  für  alle  Zeiten  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleiben,  und 
es  ist  auch  nicht  bekannt,  wie  weit  die  Elemente  |,  17,  p,  q,  ^ 
u.  s.  w.  sich  von  den  kleinen  Werthen,  welche  dieselben  jetzt  in 
unserem  Planetensystem  besitzen,  mit  der  Zeit  entfernen  können. 
Der  sog.  Stabilitätsbeweis  Ton  Laplace,  auf  den  wir  unten  zurück- 
kommen wollen,  versagt  in  Bezug  auf  den  strengen  Nachweis,  dass 
die  Schwankungen  von  A  und  Ä  immer  klein  bleiben  müssen,  und 
sagt  nur  aus  —  was  zwar  einen  höchst  wichtigen  Beitrag  zu  der 
Stabilitäts&age  enthält  —  dass,  wenn  die  Schwankungen  von  A  und 
A  klein  sind,  dies  auch  mit  |,  17   u.  s.  w.  der  Fall  sein  muss. 

Obgleich  es  also  bis  jetzt  nicht  gelungen  ist,  die  grossen 
Bätsei  des  Problems  der  drei  Körper  zu  entziffern,  so  liegt  die 
Sache  ganz  anders,  wenn  es  sich  nur  darum  handelt,  die  Bahnen 
von  drei  oder  mehreren  Körpern,  welche  sich  nach  dem  Nbwton'- 
schen  Gesetz  anziehen,  ftir  eine  beschränkte  Zeit  zu  untersuchen. 
Wie  die  Massen  und  die  Anfangsbedingungen  auch  beschaffen  sein 
mögen,  lassen  sich  dann  die  Werthe  der  Elemente,  beispielsweise 
durch  sog.  mechanische  Quadratur,  beliebig  genau  berechnen.  Wenn, 
im  Besonderen,  eine  von  den  Massen  sehr  gross  ist  im  Verhältniss 
zu  den  übrigen,  wie  es  in  dem  Planetensystem  der  Fall  ist,  so 
kann  diese  Berechnung  mit  analytischen  Methoden  ausgeführt  werden, 
und  zwar  lassen  sich  mit  verhältnissmässig  kleiner  Mühe  allge- 
meine Ausdrücke  für  die  Elemente  (oder  die  Coordinaten)  ableiten, 
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welche  für  HuDderte  oder  gar  Tausende  von  Jahren  die  wahren 
Bahnen  der  Körper  mit  genügender  Genauigkeit  wiedergeben. 

Die  Methode,  welche  man  zu  diesem  Zweck  seit  der  Mitte  des 
18^  Jahrhunderts  am  häufigsten  angewandt  hat,  wird  mit  dem 
Namen  der  Störungstheorie  bezeichnet 

Betrachten  wir  die  Form  §  3  (13)  für  die  Störungsfunction, 
welche  wir  folgendermaassen 


(2) 


ja  __  A;'  #11»  #lle  j^    «'  Wln  wie       1^ 

2a      "^        2ä^~  "^ 
K^m^tn^       «  #11- fif ft  /         /   ,  #    ,  ,\ 


schreiben  können,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Massen  m^  und  m^ 
sehr  klein  sind  im  Yerhältniss  zu  der  Masse  m^,  so  findet  man, 
dass  die  beiden  letzten  Glieder  in  diesem  Ausdruck  mit  dem  Product 
der  kleinen  Massen  m^  und  m^  multiplicirt  sind,  was  man  kurz 
so  ausdrückt,  dass  diese  Glieder  von  der  zweiten  Ordnung  (in  Bezug 
auf  die  Massen)  sind.  Die  beiden  ersten  Glieder  in  jP,  welche  wir 
mit  Fq  bezeichnen  wollen,  so  dass 

sind  dagegen  offenbar  nur  von  der  ersten  Ordnung. 

In  den  partiellen  Ableitungen  von  F,  welche  in  (1)  vorkommen, 
geht  Fq  nur  in  den  Differentialquotienten  nach  A  und  A  ein  (man 

hat  A  ==^  ß^ä,  A  ^  ß^Yei),  welche  die  Differentiale  der  mittleren 
Längen  X  und  X  geben. 

Sehen  wir  nun  voiläufig  von  den  Elementen  A  und  X,  Ä  und 
V  ab,  und  führen  die  Bezeichungen 


(4) 


ein,  80  erhalten  wir  statt  (1)  die  Differentialgleicbangen 
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(5) 


rf(f) 


ß 
ß 


dt 


dF 


dt 

d(.l) 

dlp) 
dt 

= 

dF 
d(q) 

'din 

dF 

dM 


^    dt 

dF 
0(0  ' 

^    dt 

dF 

U.   8.   W. 

Wird  noch 


(4*) 


J  =  /?(^),       ^'-/^-IJ') 


gesetzt,  80  nimmt  F  nach  (1*)  folgende  Form  an; 


f^^.äI 


(0_ 


)  (vb) 


wo  in  (1*)  überall  (-^),  (|),  (fy)  u.  8.  w.  statt  -4,  |,  i?  u.  s.  w.  ge- 
schrieben wird. 

Hieraus  folgt,  dass  sämmtliche  partiellen  Ableitungen,  welche 
in  (5)  vorkommen,  mit  dem  Product  der  kleinen  Massen  m^  und 
m^  multiplicirt  sind. 

Nun  ist  aber  genähert  nach  §  3  (2) 


(6) 


ß    ^^'^h'^^c^ 


ß"  =^kmjm^, 


so  dass  die  Ausdrücke  für  die  Differentialquotienten  von  (|),  (fj), 
(p)  und  {q)  mit  der  ,,st5renden''  Masse  m^  multiplicirt  erscheinen, 
und  die  Differentialquotienten  der  Elemente  (^)  u.  s.  w.  mit  der 
Masse  m^.  Da  nun  diese  Massen  als  sehr  klein  angenommen  werden, 
so  folgt  hieraus,  dass  die  Differentialquotienten  der  Elemente  (|),  (17) 
u,  8,  w,  klein  sind. 

Auf  dieser  Eigenschaft  ist  nun  die  StörungstheoriA  aufgebaut 
Wenn  die  Differentialquotienten  klein  sind,  so  sind  auch,  wenigstens 
für  kürzere  Zeit,  die  Veränderungen  der  Elemente  klein,  und  man 
kann  in  der  ersten  Annäherung  für  (|),  {rj)  u.  s.  w.  in  der  rechten 
Seite  von  (5)  constante  Werthe  flir  dieselben  annehmen.  Durch  die 
Integration    der    so    erhaltenen    Gleichungen,     welche    nun    keine 
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Schwierigkeiten  darbietet,  erh&lt  man  die  Störungen  erster  Ordnung, 
und  wird  diese  Annäherongsmethode  fortgesetzt,  so  entsteht  eine 
Entwickelung  nach  den  Potenzen  der  Massen.  Neuere  Untersuchungen 
haben  zwar  gezeigt,  dass  diese  Beihenentwickelungen  nicht  unbe- 
dingt convergent  sind.^  Sowohl  die  Theorie  wie  die  ElrÜEÜirung 
haben  indessen  dargethan,  dass  die  Beihen  für  endliche  Zeiten  con- 
vergiren  und  zu  numerischen  Berechnungen  brauchbar  sind. 

In  Bezug  auf  die  Differentialgleichung^  für  (^)  und  (A')  gelten 
die  obigen  Auseinandersetzungen  unverändert^  so  dass  man,  wenig- 
stens wenn  die  Störungen  der  ersten  Ordnung  allein  berücksichtigt 
werden,  annehmen  kann,  dass 


(7) 


{A)^{A,)  +  SA, 
{A')^(A,')+3A', 


wo  {Aq)  und  [Aq')  zwei  constante  Werthe  bezeichnen  und  SA,  8A' 
klein  sind. 

Betrachten  wir  nun  endlich  die  Differentialgleichungen  f&r  die 
mittlere  Länge, 


(8) 


ß 
ß' 


dX 

dF 

dt 

"       d{Ay 

dX' 
dt 

dF 

so  brauchen  wir  in  F  nur  diejenigen  Glieder,   welche  von  F^  her- 
rühren, zu  betrachten.    Es  ist  nun  nach  (3) 


(8*) 

and  also  hat  man 


(9) 


2(-4)*     "^     2(^7     ' 


dX         k^mt,fnc 


ß^^ 


dt 
dl' 


/5'^  = 


dt 


^  Der  Beweis  hierfilr  ^d  im  zweiten  Theil  dieser  Vorlesongen  gegeben. 
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oder,  wenn  man  die  Relationen  (6)  berücksichtigt. 


(10) 


dX 

TT 

~dT 


Setzt  man  liier  di^Werthe  (7)  ein^  und  entwickelt  nach  den 
kleinen  Grössen  SA  und  dA\  so  wird 


(11) 


dX 
~dt 

dX' 
~dt 


=    kYm,    _Q   k^mt 


bÄ 


(Ar 


(Al^      (A) 


—  Q   kVikc    . 


^^' 


(^J»       (AO 


Setzt  man 


(12) 


«0   = 


_    *Vm. 


(A)* 


n«  = 


_    kVm, 


(A') 


'^« 


wo  n^  und  n^'  also  constante  Grössen  bezeichnen,  so  bekommt  man 
aus  (11)  nach  der  Integration 


(13) 


*  =  «0  {i+ro)  ~^"o/-(Xf  *"' 


(A) 

dÄ' 


^'=<it+yo)-^%fj^dt, 


WO  ;^0  und  /q  Integrationsconstanten  bezeichnen,  und  man  findet 
hieraus,  dass  die  Differenzen  Ä  —  n^  (^  +  y^)  und  Ä'  —  tIq  (t  +  y^') 
mit  der  ersten  Potenz  der  Massen  multiplicirt  sind  und  demnach, 
nach  der  Terminologie  der  Störungstheorie,  kleine  Grössen  von  der 
ersten  Ordnung  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Differenzen  mit  SX 
und  8X. 

Die  Integrationsmethode    in   der  Störungstheorie   ist    nun   die 
folgende. 
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Es  bedeute  £  irgend  eines  von  den  Elementen,  wobei  wir  SX 
und  8X'  statt  X  und  X'  als  Elemente  benutzen^  dann  hat  man  f&r 
dieses  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

-^=.f{A,  X,  I,  fj,  p,  q;  A',  X\  I',  fj\  p',  5O. 

Von  der  Function  f  wissen  wir  nach  IV  §  8,  dass  sie  in  A 
und  X'  periodisch  ist,  und  wir  können  also  schreiben: 

(14)  -^7- =2^      co^{iX  +  iX  +D       ). 

Für  jedes  Element  besteht  eine  Gleichung  von  dieser  Form. 
Die  rechte  Seite  von  (14)  ist  immer  mit  einer  kleinen  Masse  multi- 
plicirt  und  also  klein,  um  die  Störungen  der  ersten  Ordnung  zu 
erhalten,  setzen  wir  nun  in  der  rechten  Seite  von  (14) 


(15) 


und  für  die  übrigen  Elemente  A,  |,  ri  u.  s.  w.  werden  constante 
Werthe  A^,  ^q,  %  ^^  s.  w.  gesetzt    Die  Gleichung  (14)  geht  dann  in 

(16)  ^  ^^B^co^ifl,  +  .••  V  +  i?n 

über,  wo  B^'  und  D^*  von  der  Zeit  unabhängige  Werthe  haben. 
Die  Gleichung  (16)  kann  man  dann  unmittelbar  integriren.  Sehen 
wir  von  der  Convergenzfrage  ab,  welche  in  einem  der  folgenden 
Abschnitte  näher  untersucht  wird,  so  erhalten  wir 

(17)  ^  =  27;^w'>°('^  +  *"^'  +  ^'''') 

+  Ct 

wo  C  dasjenige  Glied  in  (16)  bedeutet,  für  welches  1  =  1'  =  0  ist^ 
und  Hq  die  Integrationsconstante  bezeichnet 

Chaslzkb,  Mechanik  des  HimmelB.  I.  21 
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Die  Eilementenwerttie  A^,  y^,  ^^  xi.  s.  w.  werden  gewöhnlich  so 
gewählt,  dass  sie  f&r  eine  bestimmte  Zeit  —  die  sog.  Bpoehe 
—  ein  oscfdirendes  Mementensystem  bilden.  Die  Integrations- 
constante  JB^  wird  in  dem  Falle  so  bestimmt,  dass  der  aus  (17) 
hervorgehende  Werth  von  S  für  die  Epoche  gleich  dem  ange- 
nommenen Werlh  des  oscolirenden  Momentes  wird. 

Der  Ausdruck  (17)  f&r  ein  Element  besteht  aus  zwei  qualitaÜT 
yerschiedenen  Theilen: 

1)  das   Glied  Ct,    das  man    die    secularen  Störungen   des 
Elementes  nennt; 

2)  die  Glieder  2  - — .  y    » sin  {i  X  +  i  l^'  +  D),  welche  perio- 

discAe  Störungen  genannt  werden. 

Die  secularen  Störungen  —  insofern  man  sie  durch  die 
Störungen  der  ersten  Ordnung  erhält  —  wachsen  mit  der  Zeit  &ber 
alle  Grenzen.  Es  ist  indessen  zu  bemerken,  dass  C  mit  der 
störenden  Masse  multiplicirt  ist  und  also  eine  sehr  kleine  Zahl  ist, 
so  das  der  Zuwachs  der  Elemente  auf  Grund  dieser  Glieder  sehr 
langsam  vor  sich  geht  Werden  die  Glieder  höherer  Ordnung  in 
Betracht  gezogen,  so  zeigt  es  sich,  obgleich  die  mathematische 
Behandlung  des  Problems  nicht  einwurfisfrei  ist,  dass  die  secularen 
Glieder  thatsächlich  nicht  unbegrenzt  wachsen,  sondern  periodischen 
Schwankungen,  von  yerhältnissmässig  grosser  Amplitude  und  sehr 
langer  Periode,  unterliegen.  Wir  werden  diese  Frage  im  nächsten 
Abschnitt  ausführlich  untersuchen. 

Die  periodischen  Störungen  erster  Ordnung  sind  durch  die  Beihe 

gegeben,  wo  die  Werthe  2  =s  T  =  0  auszuschliessen  sind. 

Folgende  Eigenschaften  dieser  Beihe  verdienen  besonders  her- 
vorgehoben zu  werden. 

1)  Wenn  die  Summe 


2^ 


gii.n 


/^  / 


f  fip  +  ti% 
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endlich  irt,  bo  kOnneo  die  periodischen   Störungen  eine  endliche 
obere  Grenze  nicht  überschreiten ; 

2}  Jedes  Glied  in  [18)  ist  periodisch  und  aimmt  nach  einer 
bestimniten  Zeit  wieder  seinen  ursprünglichen  Werth  an,  wenn  nicht 

3)  ( «0  +  { itg  =  0,  d.  h.  die  mittleren  osculirenden  Bewegungen 
der  beiden  Planeten  commensurabel  sind.  Ein  solcher  Fall  ist 
zwar  nicht  für  zwei  Planeten  bekannt,  dagegen  kommt  er  im 
System  der  Jupiteraatelüten  vor,  wo  die  mittleren  Bewegungen  von 
drei  SateUiten  commensurabel  sind,  und,  wie  Laplace  gezeigt  hat, 
auch  immer  commensurabel  bleiben.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  muss 
die  DiJTerentialgleichung  (14)  in  anderer  Weise  behandelt  werden, 
als  oben  geschehen  ist; 

4)  Bei  beliebigen  Werthen  fiir  n^  und  n„'.  die  TÜcht  commen- 
surabel sind,  können  die  Zahlen  i  und  t'  immer  ao  gewählt  werden, 
dass  tn„  +  rnp'  beliebig  klein  wird.  Die  Glieder,  welche  diesen 
Werthen  von  i  und  i'  entsprechen,  können  unter  ÜmsUlnden  eine 
beträchtliche  Grösse  erreichen.  Solche  sog.  kleine  IHvUoren  spielen 
in  der  Störungstheorie  eine  wichtige  Rolle,  und  verursachen,  sowohl 
vom  theoretischen  wie  vom  praktischen  Gesichtspunkte,  die  grössten 
Schwierigkeiten  bei  der  Untersuchung  der  Bewegungen  der  Planeten. 

Die  Bedeutung  dieser  Glieder  wurde  zuerst  von  Laplacb  ent- 
deckt, der  durch  sie  eine  durch  die  Beobachtungen  erwiesene 
Ungleichheit  in  der  Bewegung  von  Jupiter  und  Saturn  theoretisch 
erklärte. 

Beispiel  1.  Die  tägliche  mittlere  Bewegimg  n,  für  Jnpiter  ist  299".l 
nnd  fQr  Sutuni  n,'  -  120".&.    Hieraiu  findet  maD,  daw 


a  »,  -  6  n,'  ="  -  4".8  , 


•0  daas  dieier  kleine  Diyiaor  lOmal  kleiner  als  die  mittlere  Bewegung  von 
Jnpiter  ist  und  28nial  kleiner  als  die  mittlere  Bewegung  vod  Saturn.  Das 
entsprechende  Glied  in  (18)  wird  hierdurch  bei  Jupiler  70nial,  bei  Saturn 
aSmal  „vergrösaert".  Nach  (19)  werden  fiir  die  mitllerr  Länge  xvtei  Integrationen 
DOthwendig,  und  bei  der  zweiten  Integration  tritt  der  betreffende  kleine 
Divisor  nochmals  im  Nenner  auf.  Das  so  entstandone  Qlied  wird  gewöhnlich 
die  grotte    Ungleichheit   in   der  Bewegung   von  Jnpiter  nnd  Batam   genannt. 


Ihre  Periode  ist  —i-- 


Q  Jahre. 


324  Siönmgstheorie. 


Beispiel  2.  Der  kleine  Planet  ®  Thetis  hat  eine  mittlere  Bewegung  n^ 
von  912".8.  Betrachtet  man  die  Störungen  dieses  Planeten  von  Jupiter 
(n'  =  299'M),  so  findet  man,  dass 

n^  -  SV  *  15"-5 , 

so  dass  dieser  kleine  Divisor  59  mal  kleiner  als  Mq  ist  Das  entsprechende 
Glied  in  (18)  wird  demnach  59  mal  vergrössert,  und  in  der  mittleren  Lftnge 
durch  die  doppelte  Integration  34  80  fach  vergrossert  Hierdurch  entsteht  in 
der  mittleren  Lftnge  eine  Störung,  die  sich  zu  dem  ungewöhnlich  hohen  Betrag 
von  4*85'  belauft    Die  Periode  beträgt  240  Jahre. 


§  5.    CoefRcienten  von  Lapuce. 

Die  Störungsfanction  ist  eine  periodische  Function  von  A 
und  X  und  kann  in  eine  FouRiER'sche  Reihe  nach  den  Viel- 
fachen dieser  Winkelgrössen  entwickelt  werden.  Diese  Entwicke- 
lung  lässt  sich  leicht  aus  der  Entwickelung  der  negativen  Potenzen 
von  J^j  =  [a*  +  a*  —  2aa'co8(A  —  r)]*/i,  nach  den  Vielfachen  von 
X  —  l'y  ableiten.  Die  letztgenannte  Entwickelung  spielt  deswegen 
in  der  Störungstheorie  eine  wichtige  Rolle,  und  wir  wollen  sie  hier 
näher  betrachten. 

Werden  in  der  Störungsfunction  nur  die  Glieder  bis  zum 
zweiten  Grade  ^  inclusive   betrachtet,   so   muss   man   die  Entwicke- 

lungen  von  ^o~\  Aq~^  und  A^"^    kennen,  und  wir  setzen 

+  00 


(1) 


5-  =  i24co8i(Ä-A'), 


aa 


—  ao 


+  Q0 


f-=i2AC08.(Ä-A'), 


—  CD 


=  |2^<cosi(A-r). 


^  Es  ist  in  der  Astronomie  bisweilen  gebräuchlich,  zwischen  den  Begriffen 
Ordnung  eines  Gliedes  und  Qrad  eines  Gliedes  in  der  Weise  zu  unterscheiden, 
dass  man  von  der  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen  und  vom  Grad  in  Bezug 
auf  die  Exoentricitäten  und  die  Neigungen  spricht  Wenn  nichts  Anderes 
ausdrücklich  erwähnt  ist,  habe  ich  diesen  Unterschied  in  den  Vorlesungen 
beobachtet. 


§  5.     Coefficienten  von  Läpläos. 
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Die  Coefficienten  von  Läplace  Z/*^   werden   wir    durch    folgende 
Gleichung  definiren: 


(2) 


+  Q0 


(*) 


2ocoB(;i-iOr 


=  iS^i     C082(Ä-Ä'), 


—  OD 


WO  L^i  =  L^     und 
(3) 


a 


(4) 


Hieraus  bekommt  man  die  Relationen: 


Einen  analytischen  Ausdruck  ftLr  Z/'^  kann   man   in   folgender 
Weise  ableiten. 
Setzt  man 

80  ist 

2cos(Ä-r)  =  z  +  z"S 

2co8i(A-A')=/  +  z'S 

(1  ^az)(\  --az"^)  =  1  +  a«-  2acos(A  — Ä'), 

und  folglich 


(5) 


(l-c^z)"'(l-c^z-i)"  =J2A^'^^'' 


Jeder  Factor  der  linken  Seite  lässt  sich  f&r  o;  <  1  nach 
Potenzen  Yon  a  entwickeln.  Werden  die  so  erhaltenen  Beihen  mit 
einander  multiplicirt,  und  setzt  man  die  Coefficienten  von  :^  rechts 
und  links  einander  gleich,  so  bekommt  man 


(6) 


iA- 


»(«  +  !).. .(«+»-1)    i 

-ü « 


1  +  T-.>I'^+ 


g («  + 1)    (<  +  t)(«  +  »  +  i)    . 

\     — "t — 7i —  •   — /.•    ■    is/v   ■    «\ —  ^       I     •  •  • 


1.2 


(f  +  l)(f  +  2) 


WO  man  für  i  =  0  den  Factor  von  a^  gleich  eins  zu  nehmen  hat 
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Aus  (6)  und  (4)  bekommt  man 


(7) 


,     ,    .  1.8.6....(2«-1)     <r,*L    ,    «t+1     -  , 

i°^«=       2.4.6. ..■2«        «Pi-2?T2«   + 

K8      (2«  +  l)(a«  +  3)  ,.^    .         1 
2.4'  (2«  +  2)(2«  +  4)  "    ■*"•••] 


ia'J,= 


+ 


8.6 (2«  +  l)     *+l 

-  a 


2.4 2t 


+ 


^^*  2«+2'*  ^ 

^     (2<  +  8)(2«  +  5)  .^   .         "1 
.4'(2»  +  2)(2»  +  4)*^"^*-'J' 


and  im  Besonderen 


(7*) 


ia'4o  =  l+(i)'«*+(^)V  +  ..., 


.(») 


Die  Coefficienten  L^  lassen  sich  auch  durch  ein  bestimmtes  Inte- 
gral ausdrucken.    Man  hat  nämlich  nach  dem  Theorem  von  Fodbibr 


(8) 


*     ""  ^  J  [l  +  o*-2oco8(i-X')]' 


ein  Integral,  das  auf  elliptische  Integrale  zurückgeführt  werden  kann. 
Zwischen  den  LAPLACE'schen  Coefficienten  besteht  die  folgende 
lineare  Beductionsformel: 

(9)  z/'>  =  trLL(«+ nz^->  »i+luli«  . 

Man  erhält  dieselbe,  wenn  man  die  Gleichung  (5) 


[n-.»-«(.+i)]-=igA 


00 


nach  z  dififerentürt    Es  wird  nämlich  dann 
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oder 


woraus  nach  gehöriger  Reduction  (9)  hervorgeht 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  eine  Relation  Ton  folgender  Form 


(10)  iL"'^,M'*''-z"'^. 


Man  braucht  in  der  That  sich  nur  zu  erinnern,  dass 


und  diesen  Ausdruck  in  (9*)  einsetzen.    Man  bekommt  dann 

woraus  (10)  erhalten  wird« 

Durch   Gombination   von   (9)   und  (10)   erhält  man    die   Glei- 
chungen 


(11) 


^(«  + 1) __  (f-fg)(l+tt«)  ^W _       2(f-g  +  l)a       ^W 
»•        ■"      «(1-oV         *  «(!-«•)•  <+l' 

^(*+l)_      2(f  +  g)tt      ^W^  (f~^  +  l)(l+tt«)  ^C«) 


Mittelst    dieser  Relationen   können   die  Coefficienten  X/'^  f&r 
alle  Werthe  von  $  und  t  berechnet  werden/  wenn  die  Werthe  von 

L^f^  und  Z/*^«^  bekannt  sind. 


^  Es  ist  hier  angenommen,  dass  %  eine  Zahl  von  der  Form  -3-  ist,    wo 
71»!,  3,5,.... 
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Für  «  =  ^a»  Va  ^^^  V2  l&'itö*  ^i®  Relation  (9)  folgendermassen 


(12) 


j         2«- 2  (      ,     l\  j  2t-8    . 

^«=27^r+«j^.-»-27:^^ 


2,-1  "«-«» 


und  aus  (11)  erhält  man 


(13) 


und 


(13*) 


^  ^(2t  +  l)a(l+a«)    . 
*  (1  -  o")*  ' 

^  _(2f  +  3)tt(l+«')  p 
'^^  ~"         8(1  -  ay        ^< 


A 


2(2f  +  l)«« 

"  (l-a>)«     ^»  +  1' 

2(2f-l)««  p 
3(l-a«)«    ^i  +  1' 


X.        _  2(2f-H)tt«    .  _  (2i-M)(l+««)a  . 

^<  +  l  -     (l-o*)»       <              (i-«T  '  +  ^' 

^        _2(2f  +  3)««  p        (2»-l)(l-f««)a  p 

'^i  +  l  -     8(l-a«)»       »*              3(1-««)«  *+!• 


Durch   die   Formeln  (12),  (13)  und  (13*)   können   alle   Coeffi- 
cienten  A^,  B^y  C^  berechnet  werden,  wenn  Aq  und  A^  bekannt  sind. 

Es  ist  nun  nach  (8) 


(14) 


^         nj  yi  +  ff«-  2oc08(;i- 


^0 


^     7fji/rMr«-2 


-i')d(i-iO 


ff  cos  (X  —  jf) 


Diese  Integrale   werden   durch    die   LANDEN'sche   Substitution 
auf  die  Normalform  der  elliptischen  Integrale  gebracht 

Gesetzt 
(14*)  y  =  A  -  Ä', 


so    führen  wir  durch   die  Substitution    you  Landen  statt  (p   den 
Winkel  d  durch  folgende  Belation  ein: 
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(15)  sin  (ö  —  y)  =  a  sin  ö , 

welche  giebt 


(15*)  tgÖ  = 


81119 


COS  9  —  O 


Aus  (16)  bekommt  man  durch  Differentiation 

d<p  ^  cos  {6  —  <p)  —  a  cos  6 
~dd  ""  cos (0 - <p)  ' 

oder 


,^ß^  ,  Vi  —  o*  sin*  0  —  a  cos  6      , /> 

(16)  rf9=-?^ ,/^— r^,-. ^ö. 

j/l  —  er*  Sin"  ö 

Man  hat  aber 

cos  (f  =  cos  (ö  —  y)  cos  ö  +  sin  (ö  —  y)  sin  6 


=  y  1  —  a*  sin*  ö  cos  ö  +  a  sin*  ö , 
und  hieraus 


(17)  yi  +  a*-2acosy  =  yi-a*sin*ö-.a^sö, 
so  dass 

(18)  ^^  -  ^^ 


|/l  +  ttt_2ocos9        yi-ff»sin*ö 

Da  weiter  —  für  a  <  1  —  y  nach  (16)  mit  ö  stetig  wächst^ 
so  erhält  man 

(19)        f—=d^== = r-7=ü= . 

J  yi  +o«- 2acos9      J  Vi  -  «'  8"^"  ^ 
0  0 

Weiter  ist 


7t 


r  cosyrfy ^fcOBddd+  r_^^Li= 

J  yi  +««-  2a  cos  9      J  J  Vl-a*sin«Ö 

0  0  0 

oder 


;f 


(20)     r     ^oByrfy        _  1  r  _jLgjL_  « 1  ryi-c^*8in*örfö. 

J  |/1  +a»-2ocos9         «J  Vl-o»sin»Ö        «J   ' 

0  0  0 
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Werden    nun    die  LsGENDBB'schen   elliptischen  Integrale   von 
der  ersten  und  der  zweiten  Gattung  eingeführt. 


V 


(21) 


F{a) 


-/i 


da 


E{cc)  =  fyi  -a»8in«örfö, 


so  erhalten  wir  nach  (14),  (19)  und  (20) 


(22) 


a'4o  =  ^^(a), 


Die  Integrale  JS  und  F  werden  aus  den  grossen  Tabellen  von 
Lbgendhe^  erhalten,  wo  sie  auf  14  Decimalen  berechnet  sind. 
Ist  a  sehr  klein,  empfiehlt  es  sich,  die  Beihenentwickelungen  (7)  2x^ 
benutzen.  In  Bezug  auf  die  numerische  Berechnung  der  Coeffi« 
cienten  von  Laplace  ist  weiter  zu  erwähnen,  dass  die  ßecursions- 
formel  (9),  mittelst  welcher  man  diese  Coefßcienten  aus  Zq  und  L^ 
successive  berechnet,  den  Uebelstand  besitzt,  dass  f&r  hohe  Werthe 
von  t  die  Coefßcienten  aus  der  Differenz  zweier  grossen  Zahlen 
erhalten  werden.  Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Werth  der 
Coefßcienten  fär  hohe  Werthe  von  t  zu  berechnen,  sind  deswegen 
die  oben  gegebenen  Formeln  für  die  numerische  Bechnung  nicht 
geeignet,  sondern  ist  es  dann  Yortheilhaft,  sich  der  Kettenbruch- 
entwickelungen  zu  bedienen,  welche  BLlnsen  aus  Becursionformeln 
von  der  Form  (9)  abzuleiten  pflegt 


^  „Trait^  des  fonctions  elliptiques  *  II.  In  yjFyrställiga  Logaritmiak- 
trigonometriBka  Handtabeller''  von  N.  Ekholm,  C.  V.  L.  Chablieb  und 
R.  L.  Hagstböm  ist  F  mit  5  Decimalstellen,  E  mit  4  gegeben.  In  „Tables  des 
Fonctions  elliptiques*'  sind  dieselben  von  Bohlin  mit  5  Decimalstellen  ge- 
geben. 
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Wenn  man  nach  VI  §  4  (1)  -^  bestimmen  will,  so  mnss  der 

Differentialqnotient  von  F  nach  A  gebildet  werden.  Man  kann 
ihn  in  der  Weise  erhalten,  dass  man  entweder  die  Störongs- 
fonction,   vor  der  Entwickelung   in  FousiEB'sche  Beihen,  nach  A 

differentürt,  und  nachher  die  Entwickelung  von  A"'  einsetzt,  oder 
zuerst  die  Entwickelung  von  F  ausführt  und  dann  nach  A  diffe- 
rentiirt  Man  wird  somit  zur  Betrachtung  von  Differentialen  von 
der  Form 

d  L/*> 

geführt,  welche  man  durch  die  Coeffidenten  Z^'^  wie  folgt  aus- 
drücken kann. 

Wird  die  Gleichung 
(28)  [l  +  «>  -  «  (z  +  i-)]  '•  -  tS^/'^  ^' 

nach  a  differentürt,  erhält  man 


—  s 
oder 


[..-(.+!)]  [.+..-.(.+i)l-'.,2^'' 


(,+±_2.)i2i.r"«-i2 


z. 


da 

woraus  man  bekommt 

aus  welcher  Formel  die  partiellen  Abteilungen  von  A,  By  C  tl  s.  w. 
nach  a  und  a'  abgeleitet  werden  können. 

Man  hat 
^oc\  ÖL  ÖL   da  1    d L 

und 

/9R*\  B  Li  ^^  d  Li      ö**_        a    d  L  a    d  L 
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Aas  diesen  Formeln  und  (4)  erhält  man  nun 


(26) 


oder  nach  (24)  and  (4) 


,dM 


a  -= —  ^       —7 
da 

,dA, 


1  eL/w 

a'      da 
da 


-A 


(27) 


dAt 


"ä^  =  *^-^«-i  +  A+i)-«-»j» 


,dÄi 


''''^=-A-ii^i-i+^i*i)  +  ''^i' 


Weiter  wird 


dBi 


1     r*l*  .      «    ÖLi^^«) 


^  7"      4-  -_ 

da   ■"  a'»     <    "^  a'«     da 

-_L  /•''•j-JL  ^  ^<^^*^ 

""   a'«^<    "^   a'«      da 


Nun  ist  aber 


oder  nach  (4) 


also 
(28) 


dB, 


"  ^  =  ^*  +  *(^'-i  +  ^*  +  »  -  2«<^*) 


Da  5^  eine  homogene  Function  vom  Grade  —  1  in  a  und  a' 
ist,  so  hat  man  weiter 


(29) 


CL  — h  a 


da 


da' 


-5 


i> 


woraus    -=-4   erhalten  wird, 
da' 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  partiellen  Ableitungen  von  C^ 
nach  a  und  a'  erhalten. 


SIEBENTER  ABSCHNITT 


THEORIE  DER  SECULAREN  STÖRUNGEN 


§  I.   Allgemeine  Betrachtungen. 

Unter  Anwendnng  von  jACOsfachen  Coordinaten  und  den  Me- 
menten  von  Delaükay  lauten  die  Differentialgleichnngen  des  Pro- 
blems der  drei  Körper  nach  V  §  10 


(1) 


dL        dF 
dt   ^    dl  ' 

dl  dF 
dt  ~       dL' 

dG       dF 
dt  ^  dg  ' 

dg            dF 

dt  "^      a,ö ' 

dB       dF 
dt  ^   dh  ' 

dh  dl 
dt  ^       dH' 

dL'       dF 
dt"^  dX' 

dV            dF 

dt  ~     du' 

u.  s.  w.^ 

and  bilden  also  ein  canonisches  STstem  mit  6  Freiheitsgraden. 

Die  Stönmgsfunction  F  ist  eine  periodische  Function  von  /,  fj 
g^  jfy  und  A,  k%  und  zwar  treten  dabei  die  zwei  letztgenannten 
immer  in  der  Verbindung  h-^K  au£ 

Zwischen  diesen  EHementen  bestehen  3  algebraische  Relationen 
—  die  Fl&chenintegrale  —  welche,  wenn  die  unyer&nderliche  Ebene 
als  Grundebene  benutzt  wird,  folgende  Form  annehmen  (V  §  9) 


(2) 


A  -  A'  +  180», 


Als   Function   Ton  /  und  /'   betrachtet  wurde    nach   VI  die 
Stömngsfuncüon  in  eine  FouBiEB'sche  Beihe  von  der  Form 
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(3)  #=  2^co8(i7  +  r/')  +  '^£8m{il  +  i'l') 

entwickelt.  Diejenigen  Glieder  in  dieser  Entwickelung,  welche  £ür 
I  =  r  ^  0  erhalten  werden,  geben  die  secularen  Glieder.  Wird  der 
secnlare  Theil  von  F  mit  [F]  bezeichnet,  so  ist,  nach  dem  Theorem 

von  FOUEIBB, 


n     n 


(4)  [F]  =  ±JfFdldl'. 


0     0 


Die  Function  [F]  ist  also  eine  Function  von 

Z,  Z',  G,  ff,  H,  H',  g,  g\  A,  A'. 

Wird  in  (1)  \F\  statt  F  eingesetzt,  so  erhält  man  die  Diffe- 
rentialgleichuvgen  für  die  secularen  Störungen. 

Die  Differentialgleichungen  für  L  und  L'  werden  dann,  weil 
[F^  von  /  und  /'  unabhängig  ist, 

(5)  4^  =  0.      ^  =  0. 

Diese  Gleichungen,  welche  also  aussagen,  dass  L  und  L\  insoweit 
es  sich  um  die  secularen  Störungen  handelt,  unveränderliche  Werthe 
haben,  enthalten  den  ersten  Theil  des  berühmten  Stabüitätsbeweises  von 
Läplacb.  Würden  die  periodischen  Glieder  in  F  nur  zu  endlichen 
periodischen  Gliedern  in  den  Elementen  Veranlassung'^  geben,  so  würde 
hiermit  bewiesen  sein,  dass  L  und  L'  eine  endliche  obere  Grenze 
und  eine  von  Null  verschiedene  untere  Grenze  besässen,  und  wir 
haben  in  V  §  5  gesehen,  dass  die  Excentricitäten  und  die  Neigungen 
dann  auch  eine  obere  Grenze  besitzen.  Nun  lässt  sich  zwar  nicht 
beweisen,  dass  die  obige  Voraussetzung  über  die  periodischen  Glieder 
in  L  und  L  zutreffend  ist.  Wie  dem  auch  sei,  lassen  sich  aus 
den  secularen  Störungen  wichtige  Schlüsse  auf  die  Natur  der  Be- 
wegung ziehen. 

Die  secularen  Störungen  in  ö,  H,  g,  A,  ff,  H\  g\  K  sind 
durch  folgendes  canonisches  System  von  Differentialgleichungen 
bestimmt: 


§  L     Äügemcifu 
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r            dQ       d[F] 
dt  ^    dg    ' 

dg            d[F] 
dt              dO  ' 

R\ 

dH       d[F] 
dt          dh   ' 

dh            d[F] 
dt  ~        dH  ' 

b) 

dO'       d  [F] 
dt  ~^    dg"  ' 

dg"            d[F] 
dt  ^       d&  ' 

dH'       d  [F] 

dh:            d[F] 

dt 


dh' 


dt 


dH' 


Da  die  Flächenintegrale  yod  /  und  /'  unabhängig  sind,  so  be- 
halten sie  f&r  die  secularen  TheUe  der  Elemente  ihre  Gültig- 
keit, und  es  bestehen  also  zu  (6)  die  Integrale  (2),  vorausgesetzt, 
dass  die  unveränderliche  Ebene  noch  immer  als  Orundebene  be- 
nutzt wird. 

Man  kann  dann,  genau  wie  in  V  §  10  im  allgemeinen  Fall 
gemacht  wurde,  die  Diffe];pntialgleichungen  fär  die  secularen 
Störungen  mit  zwei  Freiheitsgraden  reduciren.  Man  setzt  zu 
dem  Zweck 


(7) 

und  erhält  dann 


(••) 


(?  =  /',     GT  =  r, 


statt  (6)  erhalten  wir 


(8) 


dr       d[F]  dg  B[F\ 

— _   _      S^    — -T •  — _   .      S^  "^   — — — z:::^ 


dt 

dr 

dt 


dg 

d[F] 


dt 

dl^ 
dt 


dr 

d[F\ 

dr  ' 


so  dass  die  Dififerentialgleichungen  der  secularen  Momente  auf  ein 
canonisches  System  mit  zwei  Freiheitsgraden  reducirt  werden  können. 

Nachdem  (8)  integrirt  worden  ist^  erhält  man  O^ff^H  und  iT 
aus  (7)  und  (7*),  danach  durch  eine  Quadratur  h  und  h'  aus  den 
Gleichungen 


CHABLiBEt,  Mechmnik  des  Uimmeli.  I. 
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Idh  ^       d[F] 
dt   ''        dB  ' 
A'  =  A  +  180^ 

wo  vor  der  Di£fereDtiation  [F]  als  eine  Function  von  G^  Hj  ff,  H\ 
9j  ^9  9\  ^'  z^  betrachten  ist 

Endlich  erhält  man  —  anch  durch  eine  Quadratur  —  die 
secularen  Werthe  von  /  und  /'  aus  den  Gleichungen 

^^    '  dt  dL  '         dt  dV  ' 

Findet  die  Bewegung  in  einer  Ebene  statte  so  lassen  sich  die 
Differentialgleichungen  noch  weiter  reduciren.  Nach  V  §  10  setzt 
man  dann 

(9)  G^n^K, 

und  man  hat 

GT  =  77'  =  c  -  JT 


(»*)  { 


and  wir  bekommen   canonische  Gleichungen  mit  nur  einem  Frei- 
heitsgrade 


(10) 


dK 

dt   ~ 

dlF] 

dk  ' 

dk 

dt  ~ 

d[F] 

dk  • 

Diese  Gleichungen  besitzen  das  Integral 

[F]  =  Const 

und  lassen  sieb  also  auf  eine  Quadratur  zurückführen. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  secularen  Störungen,  wenig- 
stens, wenn  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet^  lassen  sich 
genau  integriren,  obgleich  diese  Integration  bis  jetzt  nicht  ausge- 
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ftLhrt  worden  ist^  Man  htt  sieh  zv  dem  Zweck  d^r  in  11  §  2  aos- 
einandergeoetzten  Methode  zn  bedienen  (wobei  man  sich  indessen  en 
eriinern  hat,  dass  [F]  nunmehr  keine  quadratische  Function  ttm 
y  bea.  K  ist»  was  indessen  ftr  die  Untersttchung  nicht  wesentlich 
ist),  und  im  Allgemeinen  wird  sich  herausstellen,  dmss  K  eine 
periodische  EHinction  Ton  t  ward,  die  zwischen  zw^  festen  GFrenzen 
£i  und  K^   schwankt,  welche  sich  als  Schnittpunkte   der  beiden 

Corren 

[-P]=»ConsL 

und^«0 

ergeben. 

Bei  den  Untersuchungen  über  die  secularen  Störungen  bedient 
man  sich  in  der  Astronomie  gewöhnlich  des  unreducirten  Systems  (6), 
welches  yon  der  8^  Ordnuz^  ist  Im  Allgemeinen  wird  dieses 
System  auch  in  nicht  canonischer  Form  geschrieben,  was  bei  dieser 
Frage  ein  entschiedener  Nachtheil  ist 

Führen  wir  in  (6)  die  Elemente  Ton  PotsoäbA  f ,  $1,  p  u.  s.  w. 
ein,  und  betrachten  ein  System  Ton  n  Planeten  (a  n  + 1  Körpern), 
so  sind  die  Differentialgleichungen  f&r  die  secularen  Störungen  die 
folgenden: 


(11) 


dt  diji  '         dt  dli 

dpi  ^  o [F]  dqi  ^       d[F] 

dt    ^   dqi  *         dt   ^        dpi 


(i=*  1,  2,  ...,  n). 


Wir  haben  in  Abschnitt  VI  gefunden,  dass  die  Störungsfunction 
—  und  somit  auch  [F]  —  nach  positiven  Potenzen  der  Grössen 


(12) 


entwickelt  werden  kann. 


Ii>  %>  Pv  9if 
iif  n%j  P%9  9if 


u.  s.  w. 


1  Einen  interoBsanten  Ansati  findet  man  in  der  Abhandlung  von  Bohlin: 
„Till  Mgan  om  sekulftra  stdringar^'.  Kgl.  Svenak  Vet  Ak.  1891.  Der  Verfl 
hat  indessen  durch  Anwendung  der  Theorie  f&r  die  ^-Fonctionen  mit  mehreren 
Veränderlichen  in  das  Problem  unnöthige  Schwierigkeiten  eingeführt 

22* 
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Es  läset  sich  beweisen^  dass  die  Glieder  in  [F]  in  dieser  Ent- 
wickelnng  immer  yon  gerader  Ordnung  in  der  Veränderlichen  (12) 
sind.  Die  CoefiScienten  der  verschiedenen  Potenzen  sind  immer 
Functionen  yon  A^,  ^  u.  s.  w.^  welche,  was  die  secularen  Störungen 
betrifft,  constante  Grössen  sind. 

Für  die  numerischen  Anwendungen  der  secularen  Störungen 
auf  die  Theorie  der  Planeten  genügt  es  gewöhnlich,  die  Glieder 
Yon  dem  zweiten  Grad  in  der  Veränderlichen  (12)  zu  betrachten. 
Das  so  formulirte  Problem  der  secularen  Störungen  werden  wir  in 
den  folgenden  Paragraphen  ausführlich  discutiren.  Der  Einfluss 
der  Glieder  höheren  Grades  wird  in  §  7  für  gewisse  Fälle  in  Be- 
tracht gezogen. 

§  2.    lieber  den  secularen  Theil  der  StSrungsfkinction. 

Führen  wir  in  den  Ausdruck  VI  §  8  für  die  Entwickelung  der 
Störungsfunction  die  Seihen 


(1) 


1 

^0 

+  00 

—  00 

cost(A 

4» 

+  00 

-oo 

cost(A 

+  00 

-oo 

cost(A 

-A'), 


-^1, 


-^') 


ein,  und  behalten  nur  die  Glieder  bei,  die  von  X  und  X'  unabhängig 
sindy  so  erhalten  wir  für  den  secularen  Theil  [F]  der  Störungs- 
function den  folgenden  Werth. 

Gesetzt 


(2) 


(2*) 


Jf     —        ^        4-        ^*  I     *"■"*>    J 
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(2«) 


+  'iO,  +  i±C,  +  i^C,  +  iC,)], 


(2-)  iJ."(x,y)  =  Ä»»..».,{(^  +  ^)iA-^iA| 


80  bekommt  man: 


(8)     [F]  =  B,+  ä;  (I,  r)  +  Ä,'  (fl,  f,-)  -Jt,"(p,p')-  B,"  {q,  q') . 

Die  GoefiELcienten  in  ^  und  i?"  sind  von  a  and  a'  abhängig, 
oder,  da 

ist,  von  A  und  yl',  welche  in  den  LAPLAOB'schen  Goefficienten  A^, 
Bf,  Cf  eingehen. 

Die  AosdrQcke  f&r  diese  Coeffidenten  können  mit  Hfilfe  der 
in  VI  §  6  entwickelten  Formeln  bedeutend  einüacher  geschrieben 
werden. 

Man  bekommt  n&müch  nach  diesen 


C,  =      4  («  +  i)  C,  -  7  C7,        ans  (12), 
C, 2  («  +  i-)  C,  +  5  C,  „    (12), 


(4) 


^1  = 


(l_«i).^o  +  8(i-««)i-^l   »  l»** 

0(1+0»)  P     ,        2«»       p  ,-ox 

(1  -  o«)«  -"«  +  8(1  -  oV  -°»   "  ^^^^ 

5,-      2  (« +  i-)  iJ,  -  3  iJ,         „  (12), 


c.= 
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wo  die  Zahlen  in  den  Klammem  sich  auf  die  entsprechenden 
Formebi  in  VI  §  6  beziehen. 

Mit  Hilfe  dieser  Helationen  können  die  CoefiScienten  in  den 
Ausdrücken  f&r  JR^'  und  E^''  durch  die  Grössen  £q  und  B^  ausge- 
drückt werden,  oder,  was  sich  hier  ak  mehr  geeignet  herausstellt» 
als  Functionen  von  £^  und  By 

Man  bekommt  in  der  That  aus  (4) 

(V  +  I«*)  Co  -  faCj  -  f  C,  =  iaB,  +  |5„ 
so  dass 


<5) 


i2.'(x,y)  =  A««.«^{ii^.(f  +  ^)-ii?.:^}, 


und  der  Anednusk  ftkr  [F]  wird  also 


-   ^   ^  r 


(ft) 


Werden  die  Elemente  |,  17  n.  s.  w.  mittelst  71  §  1  (16)  dorch 
die  elliptischen  Elemente  ausgedrückt  und  nur  die  Glieder  zweiten 
Grades  in  e  and  t  beibehalten,  so  erh&lt  man  aus  (6)  den  folgenden 
wohlbekannten  Ausdruck  ftlr  den  secularen  Theil  der  Störungs- 
fnnction 


(«•) 


_     ß* 


ß'* 


+  A» mm' {J^i  («»  +  «'«> - 

—  ^  5,  «e'  C08(fi  —  «')  — 

-  1^1  (sin»  1  + sin»!') + 

+  ^  Jj  sin  «sin  t'  cos  {ii  —  fl')} . 
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Der  Ansdruck  (6)  (oder  (6*))  wird  den  nmnerischeD  Berech- 
nungen der  BecuUuren  Stömngen  zu  Gmnde  gdegt 

Wie  aus  demselben  hervorgeht^  braucht  man,  um  die  secularen 
Störungen  zu  berechnen,  nur  drei  yon  den  LAPLACB'schen  Coeffi- 
cienten,  nämlich  A^j  B^  und  J?,,  zu  kennen. 

Ist  die  Zahl  der  Planeten  grösser  als  zwei,  so  l&sst  sich  der 
entsprechende  Ausdruck  Air  [F]  direct  aus  (6)  ableiten. 

Es  seien,  bei  n  Planeten,  die  Massen  m^,  m,,  . . .,  m^,  die  auf 
jAOOBi'sche  Coordinatensysteme  (V  §  4)  bezogen  sind.  Ihre  PoiKOABfi'- 
schen  Elemente  (VI  §  1)  seien  1,,  17^  u.  s.  w.  (t  —  1,  2,  . . .,  n). 
Führen  wir  nun  die  Bezeichnungen 


rn 


»• 


*,' («■„  »j)  -  »■ ", ", h B, ("„  «i»  [f  +  t]  - 

ein,  so  wird 

-2V{Pi./';-2*."(?*.7;. 


(7)     { 


wo  bei  den  Summationen  t/  »>  12 ,  18 ,  . . .,  n  •—  1  n.  ^ 

Für   die  Coefficienten  J?^   und  B^   hat  man  nach  VI  §  5  (8) 
folgende  Ausdrücke: 


(8) 


B,(a.,a)  =  —  i 5j- 


ff 


Ä  («ij  ö J  =*  —  f ^— ir  • 
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§  3.   Seculare  Störungen,  wenn  nur  zwei  Planeten  vorhanden  sind. 

Bei  der  Anwendung  von  JACOBi'schen  Coordinaten  kann  man 
die  Reihenfolge  der  Planeten  willkürlich  wählen.  Bei  zwei  Planeten 
m  und  m  kann  man  also  entweder  m  anf  ein  durch  die  Sonne  AI 
gehendes  Goordinatensystem  beziehen  und  dann  die  Bewegung  von 
m'  auf  ein  solches  ^  dessen  Anfemgspunkt  in  dem  Schwerpunkt  von 
M  und  m  liegt,  oder  umgekehrt  Wird  mit  m  derjenige  Planet 
bezeichnet,  der  näher  an  der  Sonne  sich  befindet,  so  nehmen  wir 
an,  dass  seine  Bewegung  auf  ein  Goordinatensystem  bezogen  ist, 
dessen  Anfangspunkt  durch  die  Sonne  geht  Die  Bewegung  des 
äusseren  Planeten  bezieht  sich  dann  anf  den  Schwerpunkt  von  M 
und  m  als  AnÜEingspunkt 

Man  hat  dann 


(1) 


mM 
'—     w'  (m  +  M) 


und 

kmM 


in 


ß- 


ym  +  M 


Die  Goordinaten  Ton  m  seien  A  (oder  a),  X,  |,  tj,  p  und  g, 
diejenigen  von  m  A  (oder  a')  k',  |',  t]',  p'  und  j.  Da  nach  der 
Voraussetzung  a  <  a,  so  ist  cc  kleiner  als  die  Einheit,  und  wir 
können  die  Formeln  von  VI  §  5  direct  benutzen. 

Wir  wollen  mittelst  der  daselbst  gegebenen  Formeln  die  Goef- 
ficienten  A^,  B^  und  B^  direct  durch  die  elliptischen  Integrale 
F  und  E  ausdrücken.  Für  Ä^  haben  wir  schon  den  Ausdruck 
VI  §  5  (22) 

(2)  a'^o  =  ^F(a) 

gefunden. 
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Nach  VI  §  6  (13*)  bekommt  man 

Ä  ^«*  ji  «  (1    +   «*)       A 

^1  =  (1  -  «1)1  ^0  -    (1  «  „t^t    ^1  t 

und  also,  wenn  man  die  Aasdrücke  f&r  Ä^  und  Ä^  einführt 

(3)  ^  a' A  =  -  ([f;^.F («)  +  (-H=;^.E(«). 

Nach  VI  §  5  (13*)  bekommt  man  weiter 

p  _     6««     ^       8(1+««)«  . 
a  ""  (1  -  «V  ^  ""   (l  -  «V   "^ ' 

oder,  da  nach  VI  §  6  (12) 

P         o(l+««)   ^  2(l+«V--6««    ^ 

-^2  -  (1  -  «1)1  ^0  (!-«")•  !• 

Werden  hier  die  Werihe  Ton  Ä^   und  ^j,  durch   elliptische 
Integrale  aasgedrückt,  eingesetzt,  so  bekommt  man 

/A\  ^       T>  2-«"-..,     2(l+a")-6a"  p,   . 

(4)  _  a5,  =  -  ^^_-,  F  («)  +        (^  , ;y —  E(a). 

Zar  Controlle  kann  man  sich  der  Formel 

(5)  a£^  =  2(1  +  a^B^  -  SaB^ 
bedienen.    Man  hat  n&mlich  nach  VI  §  5  (13) 

g  _  «(!+«•)  j  2««      . 

^o~    (l-aV    "^        (i -«1)1^1' 

also 

und  werden  nun  die  Ausdrücke  (3),  (4)  und  (6)  in  (6)  eingesetzt,  so 
findet  man,  dass  diese  Gleichung  identisch  erfüllt  wird. 


846 


Theorie  der  seoulctren  Störungen, 


Wir  haben   also   die  folgenden  Formeln  zur  Berechnung  von 
Äq,  -Bj  und  B^i 


(7) 


n 


F, 


''^VÄ    -       2--««p        2(l+«V-6«« 


Die  Integrale  F  und  E  sind  f&r  kleine  Werthe  Ton  a  einander 

nahe  gleich  |  =  -^|  ^  und  folglich  werden  dann  B^  und  B^  aus  der 

Differenz  zwischen  zwei  nahe  gleichen  Zahlen  berechnet  Dies  be- 
deutet indessen  in  diesem  Falle  wenig,  da  die  Tafeln  von  Leoendbe 
mit  einer  sehr  grossen  Zahl  yon  Decimalen  berechnet  sind. 

In  den  Tafeln  f&r  p  und  E  wird   eine  Grösse  d,   durch  die 
Formel 
(8)  a  =  sin  ö 

definirt,  als  Argument  benutzt  Es  ist  deswegen  vortheilhaft^  in  (7) 
Q  statt  a  einzuführen.    Es  wird  dann 


(9) 


^d    i?i  =  (l+8tg»ö  +  2tg*Ö)E-(l+tg»Ö)F, 
^daB^  -  2(1  +  tg«  ö  +  tg*ö)E  -  (2  +  tg»ö)F. 


Die  Differentialgleichungen  für  die  secolaren  Störungen  lauten: 


(10) 


rff  _  b\_F\       ^n  _     g[jn 


dt  ^    dfi    ' 

dt  ~        d( 

dp        d[F] 
dt          dq    ' 

dq  _  d[F] 
dt  ~         dp 

rff        d[F] 
dt  ^    öff  ' 

dr{  b\F\ 
dt  ~        b? 

dp'       d  [F\ 

— = SS     : —   • 

dq'  _       d[F] 

dt 


dq' 


dt 


dp- 
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und  nachdem  diese  Gleichangeii  integrirt  worden  sind,  erh&lt  man 
die  mittleren  Längen  —  X  und  X  —  ans  den  Gleichungen 


(10*) 


dX 
dt 


d[F]  dV  _      d[F] 

dA  '         dt  "       dA' 


Nach  VI  §  1  (16)  hat  man,  näherongsweisey 


(11) 


1  = 

yZV  C08  n 

= 

V^r, 

1y  =  - 

-]/Ae  sin  n 

= . 

-V^*, 

p  = 

']/A  sin  t  cos 

ß» 

yAu, 

?  =  - 

-  y^  sin  t  sin 

i2-- 

-^Av, 

und  es  ist  also,  da  A  hier  yon  der  Zeit  unabhängig  ist^ 


(12) 


dr^ 
dt 

dt 

dr^ 
dt 

dt^ 
dt 


=  -.i_  ^[^ 


da 


1    d[F] 


A 

ds  ' 

dt 

1 
A 

d[F] 
dv  ' 

dv 
dt 

1 
A' 

d[F] 

ds' 
dt 

l 

d[F] 

dv' 

A 

dr 

1 
A 

d[F] 
du 

1 
A' 

d[F] 

1 

d[F] 

A'    b^ 


dt 


A'     bvS 


Durch  die  Veränderlichen  r,  s^  u,  o,  /  u.  s.  w.  ausgedrückt 
ist  nun 


(13) 


-  i  i?i  (u»  +  r» +  «'»+»'«)  + i  J,  («  u' + rr')} . 


Fuhren  wir  die  Bezeichnangen 


(14) 


k^mm' 
4A 


A>        «.   = 


k*mm' 
4A 


^.. 


»1   = 


k*mm'   T> 


kl  mm    j% 

-TaT^ 
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ein,  80  erhalten  wir  also  folgende  Differentialgleichungen 


(15) 


and 


(15*) 


rfr 


dt   ~ 

j»j  «  -r  »j  «  ) 

ds 
dt   " 

*i  '■-*»  »"'i 

rfr' 

dt   " 

— 

Xi'n'+x^'t, 

ds' 
dt 

x^'r'-x^'r, 

du 
dt   " 

«1 

{v-v"), 

dv 
dt   " 

«1 

(-tt  +  tO, 

du' 
dt   " 

*i 

'(„'-»), 

df 

dt  ^ 

«i' 

'(-«'+«), 

Für'  die  Goeffidenten  x  erhält  man  in  folgender  Weise  Aus- 
drücke, die  für  die  numerische  Rechnung  bequem  sind.  Es  ist  ge- 
nähert (nach  y  §  5) 

(16) 


also 


und  ebenfalls 


ib"mm'       ifc*mm'  Am'  m' 

= ;=-  =     , ^_  =  na  — 


l^mm'  ,    ,  m 


ond  man  hat  demnach 


17) 


«1  =n  j-^a  i?i,       ;f. 


1» 


'       -'    ***    V  » 
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Nach  (7)  ist  a' B^  und  a' JS^j  und  ebenfalls  aB^  und  aB^^  nur 
von  dem  VerhaUniss  zwischen  a  und  a'  abhängig,  und  die  Formeln  (17) 
sind  deswegen  für  numerische  Bechnungen  sehr  bequem,  da  die 
Wahl  der  Einheiten  fOr  Zeit,  Abstand  und  Masse  einfach  durch 
den  Werth  fbr  die  mittlere  Bewegung  n  (und  n')  bestimmt  ist 

Die  Berechnung  der  secularen  Störungen  in  der  Excentricität 
und  der  Lauge  des  Perihels  geschieht  nach  der  Formel  (15),  f&r 
die  Neigung  und  die  Enotenlänge  nach  (15*). 

Man  kann  die  Gleichungen  (15)  und  (15*)  in  zweierlei  Weise 

integrieren,  entweder  indem  man,  den  Principien  der  StöruDgstheorie 

gemäss,  die  Grössen  r,  f,  u,  v,  /,  s\  u,  v   in  der  rechten  Seite 

dieser   Gleichungen   als    constante   Grössen    betrachtet,    oder    man 

kann  die  Integration  streng  ausfähren,  was  ja  leicht  ist  da  es  sich 

hier  um  lineare  DifferentialgleichuDgen  mit  constanten  Goefßcienten 

handelt     Beide  Methoden  werden  mit  Yortheil  in  der  Astronomie 

benutzt    Bei  numerischen  Berechnungen  ist  die  erste  Methode  oft 

genügend. 

Wir  wollen  die  obigen  Formeln  auf  die  gegenseitigen  Störungen  von 
Jupiter  und  ScUurn  anwenden. 

£b  ist  hier,  in  gewöhnlichen  astronomischen  Einheiten  ansgedrdekt, 

f&r  Jupiter  loga  -  0.7162 
„    Satom    log  a'  -  0.9802 
und  also  log  a  »  9.7860 , 

woraus  man  erhftlt 

e  =  38».00 . 

F-  1.712, 

E  »  1.447 . 

Nach  (9)  bekommt  man  hieraus 

I  a'  ^1  -  0.4828 , 

I  a'  B,  -  0.2812  . 

Für  die  Ezcentricitftten  und  die  Perihellflngen  der  beiden  Planeten  h 
man  die  Werthe  (1850) 

Jupiter  Saturn 

e  »  0.04824 ,  e^  -  0.05600 , 

n  =.  11«.91 ,  Ti'  -  90M1 , 
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uad  folglich  wird 

log  r  -  8.6740 ,        log  r'  -  6.0815« , 

log  «  :=:  7^981 ,        log  «"  a  8.7482  . 

Für  die  Massen  nehmen  wir  die  Werthe 

ml  m'  1 

T  "  1048*        'S  "  85ÖÖ 

An,  und,  indem  die  Einheit  der  Zeit  zu  einem  Jolianisohem  Jahre  genommen 

wird,  hat  man 

n  »  109256",        n'  -  44000". 

Die  Werthe  der  Coefficienten  x  werden  somit 

loga^  a  0.8661 ,        logxi'  >■  1.2589  , 
log  »,  »  0.6798 ,        log  V  -  1.0721 . 

Nach  (15)  erhalten  wir  nun 

-^  =  +  0".1945 ,       ^7  "  "  ^"'^^^'^ ' 
[+0".2014]  [-0".9810] 

^  *       +  0".8478  ,       4i-  =  -  0".5593  . 


dt  '        dt 

[+  0".8511]  [-  0".5362] 

Zum  Vergleich  habe  ich  in  den  Parenthesen  die  Zahlen  gegeben,  welche 
XiEVBBRRB  für  die  betreffenden  secularea  Störongen  erhftlt,  indem  er  den  EÜn- 
fluss  sämmtlicher  Planeten  berücksichtigt 

Mit  den  folgenden  Werthen  für  die  Neigungen  und  die  Lftngen  der 
Knoten  auf  der  Ekliptik  1850.0 

2|.  »  =  1«.81 ,        i2  -  98«.94 , 

"^  »'  =  2«.49,        i2'-112«.85 

erhalten  wir  weiter 

log  u  =  7.5505« ,        log  fl'  =  8.2180» , 

log  V  =  8.8587  ,        log  v'  s  8.6089  , 


«and  hieraus 


du  dt/ 

-^  =  -  0".1293  ,  -^  =■  +  0".3195 , 

[-0'M293]  [+0".3828] 

^^       -  0".0958  ,  4n-  =■  +  0".2355  . 


dt  '         dt 

[-  0".0941]  [+  0".2428] 


§  4.     ForUetxung.     Trigonometrische  Äusdrileke  u.  e.  w. 
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6*  ■■  r*  +  «• ,        ßin'  »  s.  u"  +  »• , 


tg««  -^, 


tgi2  =  -^ 


erhält  man 

ede^     rdr  -^  »d» ,        sinieoeidi  '^     udu  -^  pdv, 

e^dn^—sdr-^rdSf  gin*  idSlsa—vdu-hudv, 

d.T        /l  st 

und  setzt  man  hier  die  Werthe  f&r  -jj- »  -j-r-  o.  8.  w.  ein,  so  bekommt  man 

folgende  Werthe  f&r  die  secnlaren  StSmngen  in  der  Ezcentricität,  der  Perihel- 
Iftnge  n.  s.  w.,  wo  wir  setzen 


6  «  Sin  ^ , 

6  s  sm  ^ 

dg> 
dt 

-  +  0".262 , 

^J^'   -      0".558, 
a  t 

dn 
dt 

=  +  6".212 , 

4^  =  +  16".a46  , 
a  t 

di 
dt 

-  -  0".0741 , 

4V  -  +  0".0968 , 

dil 

J  4. 

-  +  6".283 , 

'^?' -      8".869. 

Die  obigen  Zahlen  enthalten  die  jäkrkeke  secolare  Yerflndernng  der  bo- 
treffenden Elemente.    Man  hat  also  z.  B.: 


51- 


n  -  11«.91  +  6".212    it  -  1850.0). 


§  4.   Fortsetuing.   Trigonometrische  Äusdrileke  fDr  die  secularen 
Störungen  der  Excentricitftt  und  der  Perihellinge. 

Die    secularen    Störungen    in    den    Excentricitäten    and    den 
Perihellängen  sind  durch  die  Gleichungen 


(1) 


dr 

dt 

de 
~dT 

dt" 
dt 

(U_ 
dt 


=s  —  «1  *  +  «,  * 


n^r  —x^  r  ^ 


/  t 


M^r  —  «^r 


bestimmt,  welche  wir  non  integriren  woUen. 
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Zuerst  bemerken  wir^  dass  man  ans  (1)  erhält 

*i'('"4f +'4f) +*«('''^ +''47")  =  0- 

und  es  ist  also 

(2)  <(r»  +  *^  +  ^a(r'«  +  0  =  C, 

wo  C  eine  Integrationsconstante  bezeichnet 

Setzt  man  die  Ausdrücke  für  r  und  s  hier  ein,  so  erhält  diese 
Gleichung  die  Form 

(2*)  X,'  e'  +  x,  e'  =  C, 

eine  Gleichung,  welche  unmittelbar  zeigte  dass,  vorausgesetzt  dass 
x^  und  x^  dasselbe  Zeichen  haben,  die  Ekcentricitäten  nicht 
beliebig  gross  werden  können.  Sind  sie  für  beide  Körper  zu 
einer  bestimmten  Epoche  klein,  so  müssen  sie  immer  klein 
bleiben.  Nach  §  3  (17)  findet  man,  dass  x^  und  x^'  dasselbe 
Zeichen  besitzen,  wenn  dies  mit  den  mittleren  Bewegungen  n  und  n' 
der  Fall  ist,  d.  L  wenn  beide  Planeten  sich  in  derselben  Richtung 
um  die  Sonne  bewegen.  Die  secularen  Störungen  wachsen  also 
nicht  über  alle  Grenzen,  wie  man  es  nach  der  im  yorigen  Para- 
graphen benutzten  Methode  erwarten  könnte. 

Aus   der   linearen   Form   der  Differentialgleichungen  (1)   wird 
folgende  Form  f&r  die  Integrale  bedingt 

f       r  =  iVcos(^/  +  /9),       r  =2f'co&{fft  +  ß^y 
(3) 


j         r^JYCOB^fft-^-p), 

I       *  =  If8m{fft  +  ß)j 


8'  =  N'Bm{fft  +  ß^. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  (1)  ein,  so  erhält  man  in  der  That 
folgende  Bedingungsgleichungen 


(4) 

welche  erfordern,  dass 

(5) 


=  0. 
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Diese  Gleichung  hat  zwei  Wurzeln  —  g^  und  g^  —  und  einer 
jeden  entspricht  nach  (4)  ein  Werth  für  das  Verhältniss  zwischen 
N  und  N'.  Werden  diese  beiden  Verhältnisse  mit  N^ :  N^  und 
N^ :  N^  bezeichnet,  so  lauten  nun  die  allgemeinen  Integrale  von  (1) 


(6) 


*  =  JV;  sin(^i^  +  /9i)  +  JV,  8in(^,^  +  /9,), 
*'-  JVi'sin(yi  ^  +  /9i)  +  J»r,'8in  {g^t  +  /?,), 


wo  it^i ,  JV, ,  ßy^  und  /9,  als  Integrationsconstanten  betrachtet  werden 
können. 

£}s  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Wurzeln  g^  und  g^  reeU  und 
positiv  sein  müssen,  wenn,  wie  hier  yorausgesetzt  wird,  die  beiden 
Planeten  sich  in  derselben  Richtung  um  die  Sonne  bewegen. 

Die  Gleichung  (5)  lautet  nämlich 

(5*)  ff'-ffiPh  +  O  +  ^^i  -  «,«k'  -  0 

und  da 

so  sind,  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  die  Wurzeln  immer  reelL 
Sie  sind  femer  beide  positiv,  wenn  die  Ungleichheit 

(7)  x,a^'-*,O0 
erfüllt  ist»  welche  nach  §  3  (14)  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann,  oder  ein&ch 

(8)  A  >  J, . 

Diese  Ungleichheit  ist  aber  inuner  eifUIlt.    Es  ist  n&mlich 

(l-a*)*B^=3a(i  +  a')A^  -  6«»^  (VI  §  5  (13)), 

(1  -a»)»^,-  6a» ^1  -  3a(l  +  a*)A,      (VI  §  5  (13*)), 

Cbablikb,  Meelumik  dm  Hlmnwilt  L  88 
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also 

woraus  (8)  heirorgeht^ 

Die  Integrationscoiistanten  werden  aos  den  Werthen  der  GrOesen 
r,  Sy  r^,  /  tCa  eine  bestimmte  Zeit  erhalten.    Sind  Üi  t^O 
Werthe  r^,  s^j  r^^  s^j  so  hat  man 

Tq^  N^  cos/9j  +  N^  cos/9, , 

s^^N^  sin /?!  +  JV;  sin /?, , 

V=JV/cosA+JV;'cosA, 

V=  iVj'sin/?!  +  N^  sin  /?, . 
Setzt  man 

Xj  =s  J\^cos/9j,  X,  =  JV,  C08/9,, 

yj  =  JV^i  sin  /?! ,  y,  =  JV;  sin  /?, , 

so  lauten  diese  Gleichungen 

*i*i  +  *i*i  =  V»     *iyi  +  KVi  =  V 

und  es  ist  also 

(*i-*i)*i==*i»-o-V»      (*3-*i)yi  =*i'o- V» 


(10) 


Definition:     Es  wird  gesagt,  dass  die  Länge  n  des  Perihels  eine 
mittlere  Bewegung  —  b  —  besitzt,  wenn  die  Differenz 

n-bt 
für  alle  Werihe  von  t  eine  endliche  obere  Grenze  hat 


^  Vergleiche   Dziobsk:     Die    mathematischen   Theorien   der   Planeten- 
Bewegungen.    S.  199. 


(11) 
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Man  kann  non  aus  (6)  den  Satz  ableiten,  dass  in  dem  hier 
betrachteten  Fall  die  Perihellängen  eine  solche  mittlere  Bewegung 
besitzen,  und  zwar  wird  dieselbe  ihrem  Werth  nach  mit  einer  ?on 
den  Wurzeln  ff^  oder  ff^  zusammenfallen.  In  einem  Ausnahmefall, 
der  unten  betrachtet  wird,  wird  sie  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  zwischen  diesen  beiden  Grössen. 

Es  ist  nämlich  nach  (6) 

^cos^  =  iVj  cos(^i  ^  + /9i)  +  JV,  cos(^,^  + /?,), 
tf  sin  31  —  iV^i  sin  (^1  ^  +  /9i)  +  JV, sin  (y,^  +  ß^). 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  JV^  <  iV,.    Aus  (11)  folgt  nun,  dass 

esin  (jwf  -  ^,  ^  -/?,)-  JV^i  sin  (^,  -^,  ^  +  A  -  Ä)» 

tf  cos(jwf  —  ^,  ^  -  /?,)  =  N^  cos(yi  -^,  ^  +  Ä  -  A)  +  -A^i , 
und  hieraus 

(IJ)  tg(jwf  — ^,r  — pr,)« ^=1;;::^ — 

Da  der  Voraussetzung  nach  If^  <  N^j  so  kann  der  Nenner 
in  diesem  Ausdrucke  nie  Null  werden.  Folglich  wird  tg(n^ff^t—ßi) 
nie  unendlich,  so  dass  der  Winkel 

entweder  numerisch  kleiner  als  90^  ist,  odw  stets  zwischen  den 
Grenzen  90^  und  270^  liegt  Die  Länge  des  PeriheU  —  %  —  be^ 
sitzt  also  die  mitüere  Bewegung  g^ 

Ist  zweitens  N^>  N^j  so  beweist  man  in  ähnlicher  Weise,  dass 
n  eine  mittlere  Bewegung  gleich  g^  hat 

Wenn  endlich  N^=  N^j  so  wird  der  Werth  yon  n  in  folgender 
Weise  gefunden.  Aus  (11)  erhält  man  —  für  beliebige  Werthe  für 
N^  und  N^  —  die  Gleichungen 


(13) 


,cos(^-^/-A^)==(JV,  +  JV,)cos(^^  +  Ä^^ 


28* 
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Ist  nun  N^  ^  ^t  {"^  ^)f  so  bekommt  man  hieraus: 


(14) 


„  _  A+Sl ,  _  A+Ä.  „  ,•  X  180«, 


wo  t  eine  ganze  Zahl  bezeichnet 

Das  Perihel  besitzt  also  m  diesem  Falle  eine  mitüere  Bewegung^ 
die  gleich  \  {g^  +  g^  ist 

In  Bezug  auf  die  Perihellänge  des  anderen  Planeten  m  gelten 
ähnliche  Schlllsse.  Sie  besitzt  eine  mittlere  Bewegung  gleich  g^^^ 
wenn  Ny>N^j  gleich  ^,,  wenn  N^' <  N^  und  gleich  \(gi+g^9 
wenn  N^^'N^. 

Wir  haben  aus  (2*)  schon  den  Schluss  gezogen,  dass  e  und  e' 
eine  endliche  obere  Grenze  besitzen  müssen.  Wir  können  diese 
Grenze  nun  näher  bestimmen.    In  der  That  folgt  aus  (11),  dass 

(15)  e>  =  iVi>  +  ^,>  +  2N^  N^^o%(^g^t  +  ß,  -  ft), 

und  in  ähnlicher  Weise 

e'>  =  JV/«  +  i\r;>  +  2JV/JV^/cos(i77^,^  +  ft-A), 
so  dass  e  und  e'  durch  folgende  Ungleichheiten  bestimmt  sind: 


(16) 


. 


Aus  (5)  findet  man,  dass  die  Grössen  g^  und  g^  mit  den  kleinen 
Massen  m  und  m  multiplicirt  und  folglich  klein  sind.  Die  mittleren 
Bewegungen  des  Perihels  sind  deswegen  immer  klein. 

Beispiel.  Wenden  wir  die  hier  auseinandergesetzten  Formeln  auf  das 
System  Sonne—Jupiter — Saturn  an,  so  erhalten  wir  zuerst  aus  (5)  unter  An- 
wendung der  Werthe  für  X|,  x,,  X|',  ac,\  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen 

berechnet  haben, 

^,  =  +  22".06 , 
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Aüfi  (4)  bekommen  wir 

^  =  -  8.078 ,         1^  -  +  0.818 , 

und  dAnn   ans  (10),    indem   man    die  Werihe    f&r   r,  «,  r',  s'  des  vorigen 
Paragraphen  benotet, 

iVi  -  +  0.0158 ,        JV;  -  +  0.0484 , 

Nt  -  -  0.0486 ,        i^t'  -  +  0.0854 , 

Ä  =  -  Sl^.OO ,  ft  -  +  80«.82 , 

und  es  ist  also 

6  cos  91  »  +  0.0158  cos  (22".06  t  -  51^00)  +  0.0484  cos  (8^44  i  +  80^82) , 

e  sin  71  »  +  0.0158  sin  (22".06  t  -  51^00)  +  0.0484  sin  (8".44  t  +  80^82) , 

d'  cos  Ti'»  -  0.0486  coe(22''.06  i  -  51^00)  +  0.0854  cos  (8".44  i  +  80<>.82) , 

«'  sin  7i'=  -  0.0486  sin  (22".06  /  -  51®.00)  +  0.0854  sin  (8".44  i  +  80«.82) . 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  geben  die  Excentricitftt  und  die  Perihel- 
länge  der  Bahn  yon  Jupüer^  die  beiden  letzteren  di^enigen  in  der  Bahn  von 

Ans  der  relativen  Grösse  der  Coefficienten  in  diesen  Ansdr^cken  folgt 
nun,  dass  die  mittleren  Bewegongen  der  Perihelien  folgende  Werthe  besitien: 

Für  ^hpiter  +    8''.44 , 

„    Saturn  +  22".06 . 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  f&r  die  betreffbnden  Grössen  die  Werthe 
+  6".21  und  +  16''.05  gefVinden.  Diese  letsteren  Zahlen  beliehen  rieh  anf  die 
augenbliekUche  Geschwindigkeit  des  Perihels,  wogegen  die  obigen  Zahlen  die 
mittlere  G^chwindigkeit  angeben. 

Das  Perihel  des  Jupiters  bewegt  sich  am  860*  in  876700  Jalianisehen 
Jahren,  dasjenige  des  Saiums  in  58750  solchen  Jahren. 

Entwickelt  man  die  obigen  AnsdrQcke  f&r  scostt  und  esinir  nach  den 
Potenzen  von  t,  so  erhält  man  die  Reihen 


e  cos  «  =s  Tq  + 

e  sin  71  ■■  «Q  + 
und  es  wird 


(4f).'*^(S)/-- 
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logro 

»      8.6740 , 

log«o 

»      7.9981 , 

dth 

=.  +  0'M943 , 

d8\ 

j  *  1 

-  +  0".8476 , 

also  Werthe,  die  mit  den  im  yorigen  Paragraphen  erhaltenen  übereinstimmen. 

Nach  Formel  (16)  erhalten   wir  folgende   Grenzwerthe  f&r  die  Excen- 
tricitftten 

f|.  0.0276  <e  <  0.0592  , 

5  0.0182  <  e'  <  0.0840 , 

welche  Grensen  nicht  viel  von  den  Maximal-  und  Minimalwerthen  für  e  and 
e'  abweichen^  die  man  findet,  wenn  der  Einflnss  sftmmtlicher  Planeten  berück- 
sichtigt wird.    Die  Periode  für  die  Excentricitftten  betrSgt 


860  < 


9t  -9% 


69600  Jahre. 


Die  Richtung  der  Bewegung  der  Perihelien  ist  eine  directe  (,,Yorwärts''X 
d.  h.  ftllt  mit  der  Bewegungsrichtnng  der  Planeten  überein,  wie  es  nach  dem 
obigen  immer  der  Fall  sein  muss. 


§  5.    Fortsetzung.    Seculare  Störungen  der  Neigungen 
und  der  Knoten.    Bedeutung  der  unveränderlichen  Ebene. 

Die  Differentialgleichangen,  welche   die  Bewegung   der  Bahn- 
ebene bestimmen,  waren 


(1) 


du 
'di 

dv 
~dT 

du' 
di 

dl/ 
dt 


=         Xj'  (U  —  tl')  . 
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Aus  diesen  Gleichangen  leitet  man  die  folgenden  ab: 


(2) 


du 


dv 


d 
,df^ 


-  +  r-^«      «1  (»ti'-titO, 


woraus 


(3) 


,/    du    .       dv\   ,        I  ,  du!   ,     ,di/\       ^ 


(4) 


Weiter  bekommt  man  unmittelbar 


,  du  du' 

*i  ~dT'^^~dT 


0, 


/  dv 


1    d 


r  +  ^i 


dl/ 
dt 


=  0. 


Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  können  unmittelbar  integrirt  werden, 
und  man  erhält 


(6) 


«i' u  +  «1  ti' =  Cj  , 


wo  C|,  c,  und  C3  drei  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Die*  Relationen  (6)  entsprechen  in  diesem  Falle  den  Flächen- 
integralen, um  dies  zu  beweisen,  gehen  wir  zu  den  allgemeinen 
Ausdrücken  fOr  diese  Integrale  Y  §  9  (13)  zurück,  welche  lauten 


(6) 


ß^a(l--e*)smimnQ  +  ß'}/a\l-~e*)Bmi'mnir^ 


<^ 


/9ya(l-tf«)sinicosfl+/9'ya'(l-08m«'cosfl'  = 


—  c 


s  > 


/9ya(l-tf«)cosi 


/9'ya'(l-Oco8«' 


^3". 


Wenn  wir  uns  erinnern,  dass 


u  =  sin  t  cos  Si,      V  B  sin  t  sin  i2, 


u's  sin  i' cos  Q',      v's  sin t" sin  Qt, 


360  Theorie  der  eemdaren  Störungen. 

und  die  linke  Seite  yon  (6)  nach  Potenzen  von  u,  v^  u\  v  ent- 
wickeln,  so  bekommen  wir  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (6),  in- 
dem wir  die  Glieder  dritten  Grades  vemachlftasigen^ 


(7) 


Nun  ist  aber  nach  §  8  (16) 


T  9 

nam 


und  wird  der  Werth  §  3  (17)  fbr  x^  und  n^'  berücksichtigt,  so  finden 
wir  in  der  That,  dass  die  Gleichungen  (7)  mit  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (6)  zusammenfallen. 

Die  dritte  Gleichung  (5)  ist  offenbar  nur  als  ein  Theil  der 
dritten  Gleichung  (6)  anzusehen. 

Wird  im  Besonderen  die  unyeiHnderliche  Ebene  als  Grund- 
ebene benutzt,  dann  sind  c^'  und  c^\  also  auch  c^  und  c,,  gleich 
Null,  und  nach  (5)  hat  man  dann 

(8)  ii  =  l-  =  -ü. 
Schreiben  wir  dies  in  der  Form 

80  folgt  also,  dass 

(9)  tgfl  =  tgfl'. 

Die  Knotenlimen  der  beiden  Planetenbahnen  auf  der  unverändert 
liehen  Ebene  fallen  aUo  zusammen.  Dies  ist  das  bekannte  Theorem 
Yon  Jacobi,  das,  wie  in  Y  §  9  bewiesen  wurde,  für  alle  Potenzen 
Yon  ti,  V  u.  s.  w.  seine  Gültigkeit  behält.     Wir  haben  also 

(10)  fl  =  fl'  +  180^ 

Man  kann  aber  hier  noch  einen  wichtigen  Satz  ableiten,   dass 
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nämlich  die  Neigungen  der   beiden  Bahnen  gegen  die  unveränderliche 
Ebene  constant  bleiben. 

Es  ist  in  der  That  nach  (8) 


t?  m'  —  M  ü'  =  0  , 


nnd  also  nach  (2) 


du  dv        /> 

"^r  +  ^^r-ö' 

/  du'     .     ,  dv'         ^ 

welche  Gleichungen  den  betreffenden  Satz  enthalten. 

Man  hat  also  hier  eine  einzige  Grösse  zu  bestimmen,  nämlich  die 
Bewegung  der  gemeinsamen  Knotenlinie  auf  der  unveränderlichen  Ebene, 

Man  hat  aber 

/i/vkx                                •   o  •  die  du  dv 

(l(n  sin»,^ „_  +  „_, 

nndy  wenn  man  die  Ausdrücke  (1)  für  -^  und  -^  einsetzt^ 

8in*t-^  =  -  »1  (ti*  +  r»)  +  X,  (iiu'  +  vrf), 

oder  nach  (8),  und,  indem  man  durch  die  QrOsse 

sin*  I  =  tt*  +  r* 
dividirt, 

(11)  ^  —  («,+«,')• 

Die  gemeinsame  Knotenlinie  bewegt  sich  also  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  rückwärts  und  zwar  jährlich  um  den  Werth  x^  +  x^\ 

Wird  statt  der  unyeiänderlichen  Ebene  eine  andere  XT-Ebene 
gewählt,  so  wird  die  Bewegung  scheinbar  complicirter  herausÜEÜlen. 
Wir  haben  in  §  8  gefunden,  dass  die  Knotenlinie  der  Jupiters- 
bahn auf  der  Ekliptik  1850.0  sich  augenblicklich  um  6".283  vor» 
wärts  bewegt,  und  dass  der  Knoten  der  Bahn  von  Saturn  sich  in 
einem  Jahre  um  8".859  rückwärts  bewegt  Man  könnte  diese  Zahlen 
leicht  aus  dem  eben  bewiesenen  Satz  (11)  ableiten. 
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Die  Bestimmimg  der  Lage  der  unveränderlichen   Ebene   ge- 
schieht mit  Hilfe  der  Gleichungen  V  §  1  (20) 


(12) 


tgysinZ7=      ^ 


^' 


tgycosZ7=-^, 


wo  c^'\  c,"  und  c^"  aus  (6)  berechnet  werden.  Es  bedeutet  hier  y 
die  Neigung  der  unveränderlichen  Ebene  gegen  die  XZ- Ebene 
(z.  B.  die  Ekliptik)  und  II  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
auf  dieser  E^bene. 

Beispiel.    WoUen  wir  diese  Formeln  auf  das  System  Sonne — Jupiter — 
Scftum  benutzen,  so  erhält  man  zuerst  aus  (6)  mit  Anwendung  der  Zahlen  in  §  8 

Ci"  «  +  109.65 , 
c,"  =  +  28.93  , 
(.,"  ==  +  S962.0 , 

II  -  104«. 78 , 
y  -      1«.64 , 


und  hieraus  nach  (12) 


Zahlen,  die  nicht  viel  von  denjenigen  abweichen,  die  man,  unter  Berück- 
sichtigung sftmmtlicher  Planeten  für  die  Lage  der  unverftnderlichen  Ebene  in 
unserem  Planetensystem  erhftlt. 

Die  Bewegung  der  gemeinsamen  Knotenlinie  auf  der  unverftnderlichen 
Ebene  wird  nach  (11)  erhalten.    Es  ist  nun 


x^  -    7".35 , 
V-  18".15, 


also 

dQ 
dt 


-  25".50 


F&r  die  Neigung  der  Bahnen  von  Jupiter  und  Saturn  gegen  die  unver- 
Snderliche  Ebene  erhalten  wir  die  Werthe 

7\,  *i  =  0^362 , 

1^  V- 0^890, 
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nnd  fftr  die  (gegenwftrtigeo)  Lftogen  der  Knoten 

Diese  Zahlen  werden  durch  eine  trigonometrische  Rechnung  aus  den 
Werthen  in  §8  fftr  t,  i2,  $',  i2'  abgeleitet  Wir  werden  die  hierfftr  erforder- 
lichen Formeln  in  einem  der  folgenden  Paragraphen  geben. 
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der  elliptischen  Bahn. 

Wir  haben  in  §  2  die  allgemeine  Form  des  secularen  Theiles 
der  Stönrngsfonctioii  gegeben,  wenn  eine  beliebige  Zahl  von  Planeten 
vorhanden  ist    Führen  wir  die  Bezeichnungen 


(1) 


und 

(n  [h  i]  =  («,  1)  +  (I,  2)  +  .  .  .  +  (t,  n) 

ein,   so   kann   man  den  von  den  Ezcentricitäten  abhängigen  Theil 
von  [F],  den  wir  mit  [-P]j  bezeichnen,  in  der  Form 

(2)  in -- i^^[.i>  mjj  +  *liVP 

schreiben.    Die  entsprechenden  Differentialgleichungen  lauten: 

^^  dt  ■"    dvi   '         dt  ■"         dfi 

(t  =  l,  2,  ...,  n), 

Würden  in  [F]^  nur  die  Quadrate  von  |  und  rj  vorkommen, 
so  dass 
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80  würden  die  Gleichungen  (3)  die  Form 


(4) 


di 


diu  ^ 
dt 


annehmen,  und  das  Integral  könnte  dann  unmittelbar  hingeschrieben 
werden. 

Nun  haben  wir  aber  in  I  §  4  bewiesen,  dass  eine  quadratische 
Form  —  wie  es  [F]^  nach  (2)  ist  —  durch  eine  orthogonale  Sub- 
stitution in  eine  Summe  Ton  nur  Quadraten  umgeformt  werden 
kann.  Und  da  es  leicht  zu  zeigen  ist,  dass  bei  einer  orthogonalen 
Substitution  die  canonische  Form  der  Differentialgleichungen  bei- 
behalten wird,  so  lassen  sich  also  die  Gleichungen  (8)  in  die 
Form  (4)  überführen. 

Wir  führen  ako  statt  1^ ,  |, ,  . . . ,  |^  die  neuen  Veränderlichen 
Si,  S^j  . .  .y  S^  durch  die  folgenden  Gleichungen  ein: 


(5) 


I.  =  y«i  -^  +  y.«'^  +  •  •  •  +  rnnK> 


wo,  weil  die  Substitation  orthogonal  ist  nach  I  §  4,  zwischen  den 
Goefficienten  die  Relationen 


(6) 


y«^  y«,  -  0  =  2  y*«*  y-«     (a*4=*)» 


(6*) 


y«M*   =i  =  2y^«' 


bestehen.    EUeraus  folgt  nun,  dass  umgekehrt 


(7) 
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Statt  der  Orössen  17^,  ti^,  .,.,  rj^  führen  wir  gleichfalls  die 
neuen  Veränderlichen  Y^,  Y^,  . . .,  7.  ein  und  zwar  durch  dieselbe 
Substitution  (ako  mit  denselben  Coefficienten  y.\ 

Wir  wollen  zuerst  beweisen,  dass  die  canonische  Form  der 
Differentialgleichungen  auch  fftr  die  neuen  Veränderlichen  gilt 

In  VI  §  1  haben  wir  bewiesen,  dass  hierfür  erforderlich  ist,  dass 


/  [s;,  Ä;]  =  [r..  rj  =  o, 


(8) 


[S, 


WO  wir  folgende  Bezeichnung  angewandt  haben: 

/Q*\  r      AT       -^/^ö    ^*        da    db\ 

Nun  ist  aber  nach  (7) 

öf.       ^'  Bfi.       ^•-' 

so  dass  wir  unmittelbar  erhalten 


welche  Summe  nach  (6)  gleich  Null  ist,  wenn  1 4=  r,  und  gleich  der 
Einheit,  wenn  t  s  r.    Die  orthogonale  Substitution  ist  also  canonisch. 
Wir  haben  in  I  §  4  gesehen,   dass   wir  durch  eine  geeignete 
Bestimmung  der  Coefficienten  y^.  erhalten 


(9)  iSC'./llJj-ig'i'S; 

Die    Coef&cienten    $^    sind    als    Wurzeln    der    Fundamenialr 
gleichung 
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(10)      2> 


[1,1]-*,  [1,  2],  ...,  [1,  «] 

[2,1],     [2,  2] -#,...,  [2,«] 


[«,  1], 


[n,  2],  ...,  [«,  «]— « 


»0 


gegeben.  Ist  «,,  eine  beliebige  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  werden 
die  entsprechenden  T'-Coeffidenten  —  /<,  —  ans  dem  folgenden 
System  Ton  Gleichungen  bestimmt: 


(11) 


f  ([1,  1]  -  t,)rir  +         [1,  2]y,,  +  . . .  +         [1,  «Jy„  =0, 
[2,  l]rir  +  ([2,  2] -»,)y„  +  . . .  +  [2,  «] y„  =  0, 

[»»  l]yir  +  [»,  2]y,,  +  . . .  +([n,  «]-«,)/„  =  0, 


wozu  noch  die  aus  (6*)  erhaltene  Gleichung 


Vir*  =  1 


(in 

kommt 

Die  Differentialgleichimgen  fOr  die  neuen  Veränderlichen  sind 
nun  von  der  Form 


(12) 


d«~ar<'      dt — "äX    ^'- ^'^'•••'"^ 


wo  nach  (9)  und  (2) 

(12*) 

und  es  wird  also 


(13) 


[n  =  ig'«(£;*+5;*). 


dt 

dTj 
dt 


'iYi 


-'i^i 


(t«  1,  2,  .  .  .,  n) 


Die  Integrale  dieser  Gleichungen  lauten: 


(14) 


(i  =  1,  2,  ...,  ii), 
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wo  M^,  . . .,  M^;  ß^,  . . .,  ß^  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Setzt  man  non  endlich  diese  Aasdrücke  in  (5)  ein,  so  erhalten  wir 


li  =      ^n  ^ C08(»i  <  +  /9,)  +  Yit  il^  cob(», /  +  /9,)  +  . . ,  + 

+  y„Jf.C08(*,<  +  /9J, 
li  =     y«i  -^1  <»"(*i  <  +  /?,)  +  y»,  -S^  C08(»,  <  +  /?,)  +  ...  + 


(15) 


and 


I«  =     y,i  Äi  cos  (#,<  +  /9, )  +  y„  J^  cos  (»,  <  +  /?,)  +  ...  + 

fli  -  -  Zu  Jlfi  sin  (#1  /  +  /9i)  -  y, ,  Ji;  sin  (»,  <  +  /5,)  -  . . .  - 

n.  8.  w. 


womit  die  Integration  TollBiändig  ausgeführt  ist 

Es  lassen  sich  nun  aus  den  Eigenschaften  der  orthogonalen 
Substitution  gewisse  allgemeine  Schlüsse  über  die  Integrale  ziehen* 

Erstens  haben  wir  in  I  §  4  gesehen,  dass  sämmtliche  Wurzeln  #, 
der  Fundamentalgleichung  (10)  reell  sind. 

Man  kann  auch  beweisen,  dass  dieselben  alle  positiv  sein 
müssen.  Zu  dem  Zweck  wollen  wir  zeigen,  dass  \F]  f&r  alle  Werthe 
Ton  Ij,  . . .,  1^;  fi^j  . .  M  ^n  ^^d  ^80  wich,  f&r  alle  Werthe  Ton 
S^,  . ,,  S^\  Y^f  . . .,  Y^  einen  positiven  Werth  haben  muss.  Eis 
ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  es  sich  nur  um  diejenigen  Glieder  in 
[F]  handelt,  die  von  1^  und  17^  (t  =»  1 ,  2,  .  .  . ,  n)  abhängig  sind. 

Nach  §  2  ist  nämlich 
wo 


« 
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Diesen  Ansdrack  kann  man  aber  in  der  Form 


A? 


(16) 


_  k*tnimA^  I  %i    _    »/  \* 


schreiben.  Da  indessen  nach  §  4  (9)  B^  (a.,  a^  grösser  als  JB^  {a^^  ap 
ist)  so  findet  man  hieraus,  dass  S^i'v  ^p  ^^^  positiv  ist,  und  folg- 
lich ist  auch  [jP]  stets  positiv. 

Führt  man  die  Veränderlichen  Ei  und  Y^  ein^  so  ist  andererseits 

welcher  Ausdruck  also  für  alle  Werihe  Ton  Si,  .>.,  S^\  Y^,  ...,  Y^ 
positiv  sein  muss,  was  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  sämmtliche 
Goefficienten  «^(t  =  1 ,  2,  . . .,  n)  positiv  sind. 

Das  Zeichen  der  Grössen  «^  steht  mit  der  Bewegungsrichtung 
der  Perihelien  in  engem  Zusammenhang.  Weil  die  Grössen  s^ 
positiv  sind,  so  folgt  nämlich,  dass  die  mittlere  Bewegung  der 
Perihelien,  wenn  eine  solche  existirt,  auch  positiv  sein  muss. 

Da  genähert 

I  =      yÄe  cos  n  ^ 

iy  =  —  y^esin  n, 
so  ist,  nach  (15), 


(17) 


y^«,co8  31,  =  y^i  M^  cos  (*i  t  +  ß^)  +  y.,  M^  cos(*,  t  +  ß^)  + 

+  ...  +  y,^^^cos(*^^  +  /9J, 


yÄ^e^ sin  n. 


/,!  Jfi  sin  (#1  t  +  ß^)  +  Yi^  M^  sin  («,  t  +  ß^)  + 

+  ---  +  yi«^«8in(#^f  +  /?J. 
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Diese  Gleichungen  geben 

nnd 

woraus  e.  und  ^^  berechnet  werden  können. 

Aus  (18)  folgt,  mit  Bücksicht  auf  die  Bedingungsgleichungen  (6) 
und  (6*),  dass 

(20)  V4^/  =  JM;«  +  ...  +  ilf^«, 

welche  Gleichung  den  schon  behandelten  Stabilitätsbeweis  ron 
Laplaob  für  die  Ekcentricit&ten  enthält 

Dass  thatsächlich  eine  mittlere  Bewegung  der  Perihelien 
existirt  —  und  zwar  eine  paeitwe  — ,  wttrde  man  wahrscheinlich 
allgemein  aus  {19)  oder  (17)  ableiten  können.  E»  liegt  indeMen 
bis  jetzt  kein  solcher  Beweii  yor,  und  nur  unter  spedellen  Ask* 
nahmen  in  Bezug  auf  die  Coeffidenten,  die  indessen  flkr  das 
Planetensystem  von  grosser  Bedeutung  sind,  ist  die  Bewegung  des 
Perihels  näher  studirt  worden. 

Der  wichtigste  von  diesen  FäUen  ist  der,  dass  einer  van  den  Coef* 
ficienten  y^^  M^  grösser  ist  als  die  Summe  atter  anderen.  Es  ist  dabei 
vorausgesetzt,  dass  die  CoefQcienten  alle  positiv  genommen  werden. 

Wir  nehmen  z.  B.  an,  dass 

(21)  \rn^i\>\rn^\  +  -"  +  \rtnK\' 

und  wir  können  dann  beweisen,  dtu$  tUu  Perihel  die  mitäere  Be' 
wegung  g^  besitzt. 

Wir  bekommen  in  der  That  ans  (17) 


(22*) 


y^,e,co8(«,-yi<-/?,)=y„  Jfi  +  2  y«^»co8  (y»-^i  <+Ä- A). 


V:j,«,8in(«,-yi<-ft)-  gya-M^sin  i9t-9it+ßu-ßi) 
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und  also 

(22)  tg(;r  -  ^1  ^  -  /?0  = :S yi> ^«in (.^^^^"^ 

7ii  ^i  +  2r<*  *kC08  (^4-^1  t-^ßk-ßi) 

In  Folge  der  Ungleichheit  (21)  kann  der  Nenner  in  (22)  nie 
gleich  Null  werden,  und  folglich  wird  tgiTti  —  ffit  —  ß^)  niemals 
unendlich.  Das  Perihel  hat  demnach  die  mittlere  Bewegung  ff^. 
Aus  (22*)  findet  man,  dass  cos  {n^  —  ffi^  —  ß^)  dasselbe  Zeichen  hat 
wie  y.^   M^.    Setzt  man  also 

(23)  ^i^ffit  +  ß,'  +  P, 
wo 

ßi  =  ßi  j 

wenn  Yn^li  positiv  ist,  und 

/?/  =  /9^  +  180^ 

wenn  y.^  M^  negativ  ist,  so  muss  F  immer  numerisch  kleiner  als  90^ 
bleiben.  Die  Richtung  des  Perihels  weicht  also  immer  weniger  als 
90^  von  derjenigen  Richtung  ab,  welche  von  einer  Linie  angegeben 
wird,  die  mit  der  X-Achse  einen  Winkel  gleich  ffit  +  /?/  bildet 

Unter  den  grossen  Planeten,  die  um  die  Sonne  kreisen,  ist 
die  Ungleichheit  (21)  für  alle  Planeten  erfüllt  mit  Ausnahme  der 
^de  und  der  Fenus.  Es  ist  indessen  wahrscheinlich,  dass  auch 
diese  Planeten  eine  mittlere  Bewegung  (positiv)  besitzen,  obgleich 
die  Schwankungen  hier  mehr  als  90^  betragen  können. 

Ist  die  Ungleichheit  (21)  nicht  erfällt,  so  scheint  die  Behand- 
lung des  Problems  nicht  mehr  so  leicht  Ich  verdanke  Herrn 
C.  B.  S.  CAYALLiNr  aus  Oestersund  folgende  interessante  Bemerkungen, 
welche,  obgleich  dieselben  das  Problem  nicht  endgültig  lösen,  viel- 
leicht den  richtigen  Weg  zur  Behandlung  der  Frage  anzeigen. 

Gesetzt 

so  erhalten  wir  aus  (17),  indem  man  die  zweite  Gleichung  mit 
y—  1  multiplicirt  und  die  Gleichungen  addirt, 
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(24)  ye'y~'=±J^ey^'''''*'''\ 

WO  t  eine  reelle  unabhängige  Veränderliche  bezeichnet,  und  A^y  g^ 
und  ß^  reelle  und  constante  Grössen  sind.  Es  ist  weiter  erlaubt 
anzunehmen,   dass  die  Coefficienten  A^  von  Null  Terschieden   sind. 

Cavallin  macht  über  die  Grössen  ^i ?  •  •  •>  ^«  die  Annahme, 
dass  sie  rationale  Zahlen  sind,  was  zwar  nicht  allgemein  gültig 
ist,  jedoch  insofern  berechtigt  ist,  als  man  besonders  bei  nume- 
rischen Rechnungen  näherungsweise   diese  Annahme   machen   kann. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  rationalen  Zahlen  g  als  Brüche 
mit  demselben  Nenner  geschrieben  werden,  also 


(25)  ffi^m'      9t^-^^'"f  9n^ 
und  setzen  noch 

(26)  A;^A^e^^^, 
so  dass 

(27)  y.>^-  =  i<.V^^'. 

r  =  1 

Wir  nehmen  ausserdem  an,  dass  die  Grössen  g^  von  einander 
verschieden,  und  nach  der  Grösse  so  geordnet  sind,  dass 

(28)  ffl>ff2>'->ffnJ 

woraus 

(28*)  mj  >  m,  >  .  .  .  >  m^ . 

Setzt  man  nun 

YElL 

(29*)  z  =  e    •    , 

so  lautet  die  rechte  Seite  von  (27) 

(29)  S^^"'  =  ^i'^""  |^+  1^^  +  •••  +  ^1 ' 
da  A^'  von  Null  yerschieden  ist    Hier  ist 

(30)  fh^^'-^n'    fH^^-^^ny  '"> 

24* 
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und  ako  nach  (28) 

fh  >Mi  >^  >•    • 

Werden  die  Wurzeln  der  Gleichung  von  dem  fi^^  Grad 
(31)  ^+^^+...  +  ^  =  0, 

Ton  welchen  keine  gleich  Null  ist,  da  A^  z^O,  mit 


Ä       "       ,        e       "       , 


bezeichnet,  so  wird 


ye^^'^A,'e     «     jgjU    «     -^     «    j 

-<•  "  ft^l^-  '■  - — fh — - 

oder 

(32)ye'^-^'  =  (2y^^rrf^/e  2«        +     2«    gsin-     ^ 


2m 

Wird  diese  Gleichung  logarithmisch  differentürt,  so  bekommt 
man,  indem  man  in  Betracht  zieht,  dass  2  m^  +  /i^  =  m^  +  m^ , 

(33)        14?-  +  y^^-^  =  y3T!5i+^  +  J_  ^cotg^l^. 

^     '  y   dt        ^  dt        '  2m  2m^      ^    2m 

Da  sowohl  X  und  y ,  wie  auch  -^  und  -r^  reelle  Grössen  sind, 

^'  dt  dt  ^ 

so  braucht  man  also  nur  in  der  rechten  Seite  Ton  (33)  die  reellen 
Glieder  Ton  den  imaginären  zu  trennen,  um  die  Ausdrücke  ftkr  -jr  luid 


dy 


zu  bekommen. 


dt 

Bevor  wir  diese  Trennung  ausftlhren,  wollen  wir  die  Bemerkung 
machen,  dass,  da  die  Unendlichkeitspunkte  der  Cotangensfunctionen 

gleich  0,  ±31,   ±2^1,  ...  sind,  cotg  7"      niemals  unendlich  wird 

für  andere  Werihe  ftir  A^  als  solch«,  die  reell  sind. 
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Setsen  wir  also 

so  finden  wir,  dass  (p[t)  und  \f}{()  periodische  Fonctiotien  mit  der 
Periode  2m%  sind,  nnd  dass  '^(/)  immer  endlich  ist  Aus  (88)  and 
(34)  folgen  die  Gleichungen 

nnd 

(35')  7l?  =  9W. 

Herr  Cayallin  bemei^  dass  man  mittelst  einer  von  den  vielen 
Methoden,  die  zu  Gebote  stehen^  um  die  symmetrischen  Functionein 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  zu  berechnen,  die 
Function 


cotg 


2m 


bestimmen,  und  dann  dwch  Trenmimg  der  reellM  und  der  imagi^ 
nären  Theile  die  Fo&ctioneu  (p{f)  «nd  t//(l)  finden  kimn.  Er  hat 
indessen  diese  Berechnung  nicht  ausgef&hrt^ 

Da  die  Function  tp{t)  periodisch  ist  und  nie  (für  reelle 
Werthe  von  t)  unendlich  werden  kann,  so  lässt  sie  sich  in  eine 
FoüBiBB'sche  Beihe  entwickeln.  EUeraus  folgt,  dass  das  Perihel 
eine  mittlere  Bewegung  besitzt  Wird  das  constante  Glied  mit  K^ 
bezeichnet,  so  ist  der  Werth  dieser  mittleren  Bewegung  gleich 


9i  +^- 


+  ^11. 
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der  Babnebenen. 

Die  Discussion   der  secularen  Störungen   der  Neigungen  und 
der  Ejiotenlängen   geschieht  in  ähnlicher  Weise,  wie  im   vorigen 


^  Nachdem  das  Obige  geschrieben  wurde,  hat  Herr  Catallin  Unter- 
suchoDgen  über  diese  Frage  veröffentlicht  (,,Meddelanden  fr&n  Lands  Obser- 
vatorinm*^    Nr.  19). 
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Paragraphen  die  entsprechende  üntersuchang  über  die  Elxcentrici- 
täten  und  die  Längen  des  Perihels.  Nor  wird  hier  Ton  den  Wurzeln 
der  Fandamentalgleichang  eine  Wurzel  gleich  Null,  und  die  anderen 
Wurzeln  sind  sänimtlich  negativ. 

Nennt  man  den  secularen  Theil  der  Störungsfunction,  welcher 
von  den  Neigungen  abhangt,  [F]^j  so  hat  man  nach  §  2 


(1) 
wo 

(2) 
oder 

(2') 


Cn  =  -  2  ^'  (/»i.  p;  -  2  ^'  (?P  9P> 


Wir  finden  hieraus  unmittelbar,  dass  [F]^  eine  wesentlich 
negative  Form  darstellt,  und  schliessen  hieraus,  dass  die  Wurzeln 
der  Fundamentalgleichung  negativ  sein  müssen,  oder  ausnahmsweise 
gleich  NulL 

Führen  wir  die  Bezeichnungen: 


(3) 


ein,  so  wird 


(4*) 


I 
1 


i  n^fHj 


ki,  S)  =  V^ B,{a„  a) 


1  m.  m.    ',         " 


«r^l  = 


('+J)» 


t,  i| (I,  l)-(.-,  2)-...-(,-,  n) 


(4)  m 

Es  ist  nun 


hj\(PiP^  +  qiq,)' 


dpi  _ 

dt    " 

dqt   __ 
dt    "" 


d[F], 
dqi 

dpt 


(i  =  1,  2,  ...,  n) 
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Unter  Anwendung  der  orthogonalen  Snbstitation 


(5) 


und  der  ähnlichen 


(6*) 


Pi  ~  ^11  "i  ■t'  •  •  •  ■!■  ^1%"%» 


;'»  =  y.i^i +  •••  +  /.«■?-. 


?i  ^riiQi  +  ---  +  rinQn' 


y.  =  y.lQl  +--'  +  rnnQn' 


wo  zwischen  den  Coefficienten  die  Relationen  §  6  (6)  und  (6*)  be- 
stehen, wird 


(4**) 


\.n^i^<r^(Pr*  +  Qr')' 


Die  Grössen  <t^  werden  aas  der  FundamentalgUiehxmg 


(6)  D  («r)  = 


1,  \\-a, 


1 ,  2  |,  . . .,  1 1 ,  n 


2,  1|,    |2,  2|  -(7,  ...,  |2,  n 


=  0 


|n,  1 1,  |ii,  2  |,  . . .,  I  n,  ii|  —  <r 

bestimmt 

Die  Coefficienten   y^^j    welche    einer    Wurzel  a^    entsprechen, 
werden  aus  den  Gleichungen 

(1 1»  1 1  -  «^r)yir  + 1 1. 2|y„  + . . .  + 1 1,  «|y.,  =  0 
(6*)         

I«»  l|yir  +  l"»2|y„  +  ...  +  {|n,  n|-ff)y„  =  0 
erhalten. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  die  Fundamentalgleichung  (6) 
wenigstens  eine  Wurzel  hat,  die  gleich  Null  ist 

Nach  (1)  und  (2*)  folgt,  dass,  wenn  man  setzt 


Pi    _  _Pi_  _ 


VÄ 
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und  ebenso 

[F]^  verschwinden  mass. 

Also  muss  für  dieses  System  von  Werthen  für  ~=  u.  s.  w.  auch 

die  Summe 

Terschwinden,  was  aber  nur  mögUch  ist,  wenn 

1)  entweder  sämmtliche  F^  und  Q^  (t=l,  2,  ...,  n)  gleich 
Null  werden,  in  welchem  Falle  nach  (5)  auch  sämmüiche  p^  und  g. 
(t  =  1  y  2 ,  . . . ,  n)  verschwinden,  was  nicht  nothwendig  ist,  oder 

2)  wenigstens  eine  von  den  Grössen  <t^  verschwindet. 

Wenn  a^  diejenige  Wurzel  ist,  die  gleich  Null  wird,  so  hat 
man  also  folgende  Ausdrücke  für  p^  und  q.i 

(7)  { 


1  q^=  -y^jA^iSin  Jj -y^jiV^,  sin {a^t+S^) - . . .  - 


In  ähnlicher  Weise,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  schliessen 
wir  nun,  dass,  wenn  einer  von  den  GoefficientQn,  sagen  wir  Yir^r^ 
numerisch  grösser  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  übrigen 
ist,  der  Knoten  eine  mittlere  Bewegung  gleich  a^  hat  Wäre  im 
Besonderen 

so  würde  die  mittlere  Bewegung  des  Ejiotens  gleich  Null  sein,  und 
der  Knoten  würde  um  eine  feste  Linie  in  der  X  JT-Ebene  periodisch 
hin  und  her  schwanken.  Es  ist  indessen  wohl  zu  bemerken,  dass  dies 
nur  möglich  ist,  wenn  die  unveränderliche  Ebene  nicht  als  Grund- 
ebene benutzt  wird.  Wir  werden  in  der  That  finden,  dass  das 
erste  GUed  in  (7)  nicht  mehr  vorhanden  ist,  wenn  die  Bahnen  auf 
die  unveränderUche  Ebene  bezogen  werden,  in  welchem  Falle  solche 
Schwankungen  um  eine  feste  Linie  nicht  mehr  möglich  sind. 

Wir  wollen   diejenigen  Werthe   für   /,j,   ...,  y^j    aufsuchen. 
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welche   der  Wurzel  a  =  0   entsprechen.     Nach  (6*)  sind   dieselben 
durch  die  Gleichungen 

I   «?    1    I  /ll  +    \h    2   I  /,!+...  +    h',    t  I   /il  +  •  •  •  +    I   »I    «  I  /nl  =0 

(t=  1,  2,  .. .,  «) 
bestimmt. 

Nun  ist  aber  nach  (3) 

yÄI'»  1 1  +y^l«,  2|  +...+y4;|,-,  n\  =-1/271 1,  ,-|. 

Folglich  sind  diese  Gleichungen  befiriedigt,  wenn  man  setzt 


{7*) 


Tu      _.    fti     _ 


•     Nun  hat  man  aber  nach  (5)  und  (5*) 
oder,  ^enn  man  die  Werthe  fttr  y.^  einsetzt 

VT^Pi = YÄPi +■■•+ yÄPn> 


Man  hat  aber 


Pj  =      3^j  cos  J, 
Qi  =  —  iV^iSin*, 


und  genähert 


p^  =      l^i^sin  t^  cos  fl^, 
y^  =  —  y^,.  sin  t^  sin  fl^ 


also 


(8) 


y^Ä  N^  cos  Jj  =  ^j  sin  ij  cos  ßj  +  . . .  +  ^^  sin  t^  cos  fl^ , 


V^u4iV,  sin  ^j  =  ^j  sini^  sin  flj  +  . . .  +  ^^sin  i^sin  fl^. 
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In  V  §  1  (20)  und  §  9  (13)  haben  wir  aber  gefunden,  dass  die 
Neigung  /  der  unveränderlichen  Ebene  und  die  Enotenlänge  11 
durch  folgende  Formeln  gegeben  sind 


(9) 


.              ly     ^1  sin  ii  cos Sl^-^  Ä^  ein»!  cos .Q,  +  . . »  -h  Äi  »in  N  cos  i2. 
Ig  y  cosii  = ^"2  » 

.          .     -TT       ^isint.  8in.Qi  ^-'^ sin t« sin J2. +  ...  + ^8iii»M 810.^2«  . 
tg  y  Sin  ii  =  — — —5 \y  .  1 


werden  diese  Formeln  mit  (8)  verglichen,  so  erhält  man 


(10) 


1-3,, 


wodurch    die   Constanten   iV^    und   S^    eine    einfache    geometrische 
Deutung  erhalten. 

Ist  die  unveränderliche  Ebene  selbst  als  ZT-Ebene  angewandt, 
dann  ist  /  und  nach  (10)  auch  N^  gleich  Null  und  das  erste  Glied 
in  (7)  kommt  nicht  mehr  vor. 

Es  ist  aus  dem  Obigen  einleuchtend,  dass  es  vom  mechanischen 
Gesichtspunkte  das  natürlichste  ist,  die  Bewegungen  der  Bahnebenen 
auf  die  unveränderliche  Ebene  zu  beziehen,  und  da  die  Ausdrücke 
für  die  Elemente  dann  auch  am  einfachsten  ausfallen,  so  scheint 
es  noch  mehr  zu  empfehlen  zu  sein,  diese  Ebene  als  ZT-Ebene  in 
der  Mechanik  des  Himmels  zu  benutzen.  Am  wenigsten  ist  hierTür 
eine  solche  Ebene  geeignet,  welche  wie  die  mittlere  Ecliptik,  die 
man  gewöhnlich  als  Grundebene  benutzt,  in  Folge  der  secularen 
Störungen  der  Planeten  selbst  nicht  unbedeutenden  Schwankungen 
unterworfen  ist 


§  8.    Methode  von  Jacobi,  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 

numerisch  zu  berechnen. 

Die   Fundamentalgleichung    zur    Bestimmung    der   Grössen  g^ 
und  (7p   aus   denen   die   mittleren  Bewegungen  der  Perihelien  und 
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der  Knoten  abgeleitet  werden,  ist  eine  algebraische  Gleichung  in  g 
und  a  vom  Grade  n,  wenn  n  die  Zahl  der  Planeten  bezeichnet 
Diese  algebraische  Gleichung  ist  in  der  Form  einer  Determinante 
mit  n'  Elementen  gegeben.  Wenn  man  diese  Determinante  in  ge- 
wöhnlicher Weise  ent¥dckelt,  so  bekommt  man  eine  Summe 
von  |_n_  Gliedern,  wo  jedes  Glied  aus  n  Factoren  besteht  Ist  die 
Zahl  der  Planeten  gross,  so  ist  die  rechnerische  Arbeit,  die 
für  diese  Entwickelung  erforderlich  ist,  sehr  gross.  Will  man 
die  secularen  Störungen  der  8  grossen  Planeten  im  Planeten- 
system berechnen,  so  würde  man  in  dieser  Weise  |8_=  40320 
Glieder  bekommen,  jedes  aus  8  Factoren  bestehend,  und  da  einige 
Elemente  in  der  Determinante,  nämlich  diejenigen,  die  in  der 
Diagonale  stehen,  aus  zwei  Gliedern  bestehen,  so  wächst  diese 
Zahl  noch,  wie  Stookwell  hervorgehoben  hat,  auf  die  doppelte. 
Schon  die  numerische  Berechnung  dieser  Gleichung  „würde 
mit  Sch¥derigkeit  in  einem  Menschenleben  bewältigt  werden'' 
(Stockwbll). 

Man  musste  sich  also  nach  einem  indirecten  und  kürzeren 
Weg  umsehen^  um  diese  Wurzeln  zu  berechnen.  Die  Astronomen 
haben  sich  dabei  gewöhnlich  einer  Methode  bedient,  welche 
auf  die  besondere  Form  unseres  Planetensystems  passt,  und 
darin  besteht,  in  der  ersten  Annäherung  die  secularen  Störungen 
der  inneren  und  der  äusseren  Planeten  gesondert  zu  rechnen.  Ob- 
gleich man  in  dieser  Weise  thatsächlich  zu  einer  richtigen  Be- 
stimmung der  Werthe  der  Wurzeln  gelangt,  so  entbehrt  jedoch 
die  Methode  der  mathematischen  Strenge,  und  steht  auch  vom 
Standpunkte  des  numerischen  Rechnens  einer  Methode  von 
Jacobi  (Werke  VII  S.  97)  nach,  die  wir  jetzt  auseinandersetzen 
wollen.^ 

Die  Bedingungsgleichungen  §6(11)  schreiben  wir  in  der  etwas 
abgeänderten  Form  (indem  wir  die  Zeichen  der  Coefficienten  [t,  /], 
die  nach  §  6  (1)  negativ  sind,  ändern) 


^  Die  Methode  von  Jacobi   ist  von  Habzeb  in   seiner  Arbeit  über  die 
secularen  Störungen  der  grossen  Planeten  angewandt  worden. 
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f(«-Cl»l])yi+-+      [!,«■]/.•+•••+      [l,Ä]y»+...+      [l,»]y,-0, 


(1) 


■  •  •  ■ 

■  •  ■  • 

■ 


and  es  handelt  sich  nun  darom,  die  Wurzeln  der  Gleichung 


(2)     0=^lKs)^ 


f-[l,l],        [1,2],.,.,        [l,n]| 
[2,1],  Ä-[2,2],...,        [2,n] 


[n,  1],        [n,2],...,   Ä-[n,  n] 
zu  berechnen. 

Diese  Determinante  ist  zur  Diagonale  symmetrisch,  weil  nach 

§6(1) 

(3)  [}.j]  =  U,i]- 

Wenn  sämmtliche  Elemente  der  Determinante,  die  ausserhalb 
der  Diagonale  stehen,  gleich  Null  wären,  dann  wären  die  Wurzeln 
von  (2)  einfach  gleich  [i,  {]  (t  =  1,  2,  . . .,  n).  Nun  besteht  die 
Methode  von  Jacobi  eben  darin,  durch  geeignete  Transformationen 
die  Coefficienten  ausserhalb  der  Diagonale  zu  verkleinern^  so  dass  die 
mit  dem  Minuszeichen  behafteten  Zahlen  in  der  Diagonale  sich  den 
Wurzelwerthen  beliebig  nahem. 

Wir  vertauschen  zu  dem  Zweck  die  zwei  Coefficienten  y^  und 
Yk  8®gö^  zwei  andere  P,.  und  P^,  indem  die  anderen  Coefficienten  y^ 
unverändert  bleiben,  durch  die  Substitution 


(4) 


y^  =  COS  aP^^  sin  a  P^ , 
y^  =  sin  a  P.  +  cos  a  P^ , 


wo  cc  noch  unbestimmt  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  i^  und  die  k^  Reihe  und  multipliciren 
die  erstere  mit  gos  cc,  die  letztere  mit  üncc  und  addiren  die  Glei- 
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chnngen,  multiplicireii  dann  die  t^  Aeihe  mit  —  sin  c^,  die  A^  Reihe 
mit  co%a  und  addiren  wieder,  so  entstehen  die  folgenden  trans- 
formirten  Gleichungen 

0  =  ([i,  l]cosa  +  [*,  l]sina);'i  +...  +  (,_[,•,  t]')P^  +  .  . .  + 

+  [t,  ÄjPj  +  . . .  +  ([i,  «]co8«+[Ä,  n]8ina)y^y 
0=(— [t,  l]Bina+  [Ä,  l]co8a);'j  +  .  . .  +  [*,t]'P^  +  . . .  + 

+  (*—[*,  ÄJOPfc  +  .  . .  +(— p,n]8ina+[Ä,n]co8a);'^ 

wo,  indem  man  die  Relationen  (3)  berücksichtigt, 

[i,  t]' sss  [i,  rjcos'a  — 2[Ä,  fjsinacos«  +  [Ä,  Ajsin'a, 

[Ä,  Ä]'=s[t,  t]8in*a  +  2[*,  t]sinacosa  +  [A,  Ä]co8*a, 

[t,  ÄJ  =  [t,  t]co8£]^8ina+[A,  t](co8*a— sin'a)— [Ä,  ÄJsinacosa,. 

i  [*.  »T  =  [«,  ÄJ- 


(5)  { 


Wir  verf&gen  nun  fiber  die  OrOsse  a  so,  dass  der  neue  Goef- 
ficient  [t,  A]'  verschvindet,  wof&r  erforderlich  ist,  dass 


(7) 


Nach  (5)  hat  man 

f    \i,  0'  +  [* .  *J  =  [».  •■]  +  [*,*], 

P,  «T  -  [*i  *J  =  (P> »]  -  [*j  Ä])cos2a  -  2[Ä,  t]8in2a. 


In  Folge   der  Gleichung  (6)   kann   die  letztere  Gleichung  in 
folgender  Form  geschrieben  werden 

[.•.g-[A,Aj  — ^, 

oder  auch 

[t,q-[Ä,Ä]  =     — -^^^^ — 

Durch  Quadriren   und  Addiren   erhält  man    aus   diesen   Glei- 
chungen 
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{[t,  i]'+  [k,  k]y  +  (P,  «7-  [*,  *]rco8«2«  +  ([»,  ,7-  [A,  Ä]')8in>2« 
=  ([,-,  ,•]  +  [Ä,  A])«  +  (p,  i]  _  [A ,  A])»  +  4 [A ,  •]«, 

oder  nach  gehöriger  Beduction 

(8)  P .  0'*  +  [* .  *]''  =  ii> «?  +  [Ä ,  *]»  +  2  [A ,  {]* . 

Für  alle  anderen  Goefficienten,  welche  durch  die  Transformation 
berührt  werden,  gelten  die  Gleichungen 

(9)  [i.jT  +  [l^,jV  =  [},jT  +  [k,jr. 

Die  Fundamentalgleichung  (2)  geht  hierdurch  in  die  folgende 
Form  über 

*  — [i'iL-"»  [i»«T?--»  [i»*J»--M  [i>"TI 

•  •  ■  ■ 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

[t,  1]',...,  5  — [i,  ij,...,         *    ,...,       P*  »T 

•  •  •  • 

•  •  ■  • 

[«,  1]',...,         [n,  »]',.">         ['*>  ^]'>'"»  *  —  [♦*>  w]' 


(10)  0=D{t)= 


*    I  > 


WO  auch  diejenigen  Coefficienten,  welche  durch  die  Transformation 
nicht  verändert  worden  sind,  mit  einem  Strich  oben  versehen  sind. 
Anstatt  des  Coefficienten  [ä,  «]',  der  durch  (6)  gleich  Null  gemacht 
worden  ist,  steht  in  (10)  ein  Stern.  Die  neue  Determinante  ist 
auch  symmetrisch. 

Nun  besteht  zwischen  den  Determinanten  (2)  und  (10)  der 
wichtige  Unterschied,  dass  die  Summe  der  (Quadrate  der  ausserhalb 
der  Diagonale  befindlichen  Elemente  in  (10)  um  die  Summe  der 
Quadrate  von  [i,  K]  und  [A,  i],  rf.  h,  um  2[ky  1]'  kleiner  geworden  ist 
als  in  der  ursprünglichen  Determinante ,  und  dass  die  Summe  der 
Quadrate  der  in  der  Diagonale  befindlichen  Elemente  sich  um  dieselbe 
Grösse  vermehrt  hat 

Mit  den  Elementen  in  der  Diagonale  werden  hier  die  mit  dem 
Minuszeichen  behafteten  Zahlen  in  (2)  oder  (10)  verstanden. 
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Dieser  Satz  geht  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9) 
hervor,  welche  die  ganze  Theorie  der  Methode  von  Jacobi  enthalten. 

Die  Goefficienten  in  der  i*^  und  k^  Reihe  (bez.  Columne) 
werden  durch  die  Transformation  verändert,  die  übrigen  aber  davon 
nicht  berührt 

Macht  man  auf  die  neuen  Goefficienten  eine  ähnliche  Trans- 
formation, so  ¥drd  wieder  die  Summe  der  Quadrate  der  ausserhalb 
der  Diagonale  befindlichen  Goefficienten  um  den  doppelten  Betrag 
des  Quadrates  der  vernichteten  Goefficienten  verkleinert  und  man 
kann  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  diese  Summe  so  klein, 
wie  man  nur  will,  machen,  so  dass  sie  kleiner  werden  kann,  als 
jede  gegebene  noch  so  kleine  Grösse. 

Für  die  praktischen  Anwendungen  ist  es  natürlich  vortheilhaft, 
bei  jeder  Transformation  das  grösste  vorhandene  Element  ausser- 
halb der  Diagonale  wegzuschaffen. 

Man  setzt  die  Transformationen  so  lange  fort,  bis  die  Zahlen 
in  der  Diagonale  eine  hinreichende  Annäherung  an  die  Wurzeln 
geben,  was  man  aus  der  Rechnung  selbst  beurtheilen  kann.  Die 
endgültige  Berechnung  der  Wurzeln  kann  noch  durch  ein  von 
Jacobi  angegebenes  Annäherungsverfahren  beschleunigt  werden. 

Zur  leichteren  Beurtheilung  der  Methode  gebe  ich  noch  in  ab- 
gekürzter Form  die  von  Jaoobi  mitgetheilten  Zahlen  für  die  beiden 
ersten  Annäherungen  an. 

G^ ff  ebenes  System: 
0  I  II  m 

0  -5."510    9.8655    9.1587    7.8700 

1  9.8655  -11".812  10.6955  9.0999 

2  9.1587  10.6955  -12".971  9.7529 

3  7.8700  9.0999  9.7529  -17".596 

4  7.2604  8.3566  8.7833  8.8878 

5  5.8767  6.9646  7.3812  7.4577 

6  4.2157  5.3191  5.7326  5.7989 

Die  negativen  Zahlen  in  der  Diagonale  sind  in  Secunden  aus- 
gedrückt, für  die  übrigen  sind  die  Logarithmen  angegeben. 


IV 

V 

VI 

7.2604 

5.8767 

4.2157 

8.8566 

6.9646 

53191 

8.7883 

7.8812 

5.7326 

8.8878 

7.4577 

5.7989 

-7".489 

10.8700 

9.0224 

10.8790 

- 18".585 

9.6439 

9.0224 

9  6439 

-  2".326 
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Ein  Blick  auf  das  Schema  zeigt,  dass  das  grOsste  Element 
ausserhalb  der  Diagonale  in  der  Reihe  4  und  der  Columne  V  steht. 
Das  zweitgrösste  kommt  in  Reihe  1,  Columne  II  Tor.  Alle  anderen 
Elemente  sind  kleiner  als  die  Einheit  Wir  wollen  uns  ein  trans- 
formirtes  System  verschaffen,  in  dem  die  betreffenden  El^nente  nicht 
mehr  vorkommen. 

um  das  Element  (4,  V)  wegzuschaffen,  hat  man  nach  (6)  den 
HQ&winkel  a  so  zu  bestimmen,  dass 


woraus 


ff  »  26<>.88 . 


Hieraus  erhält  man 


Erstes  transfarmvrtes  System: 


0 

I 

n 

in 

IV 

V 

VI 

0 

-5".öl0 

9.8655 

9.1587 

7.8700 

7.2198 

6.8787. 

4.2157 

1 

9.8655 

-11".812 

10.6955 

9.0999 

8.3158 

7.9756. 

5.8191 

2 

9.1587 

10.6d&5 

-12".971 

9.7529 

8.7423 

&4031. 

5.7326 

3 

7.8700 

9.0999 

9.7529 

-ir'.5962 

8.8463 

8.5100. 

5.7989 

4 

7.2198 

8.3158 

8.7428 

8.8463 

-3".653 

* 

9.4669 

5 

6.8787, 

7.9756, 

8.4081 . 

8.5100. 

* 

-22".42l 

9.5882 

6 

4.2157 

5.3191 

5.7326 

5.7989 

'  9.4669 

9.5382 

-2".3259 

WO  ein  Stern  steht  für  das  vernichtete  Element  Die  Zahlen  in 
der  4^°  und  6^  Reihe  sind  verändert  worden  (und  also  auch  in 
der  4*^  und  5*^  Columne),  die  übrigen  sind  von  der  Transformation 
unberührt 

Nun  wird   das  Element  (2  I)  weggeschafft,  indem  man   den 
Hilf8¥riinkel 

a  =  4P.67 


benutzt.     Wir  bekommen  somit 
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Zweites  transformtrtes  System: 

0 

I 

II 

m 

IV 

V 

VI 

0 

-5".510 

9.8088 

9.5799. 

7.8700 

7.2198 

6.8787. 

4.2157 

1 

9.8088 

-  7".397 

* 

9.6724 

8.7175 

8.3781 . 

5.7117 

2 

9.5799. 

♦        ~ 

17".885 

9.5304 

8.4895 

8.1009. 

5.4281 

3 

7.8700 

9.6724 

9.5804 

- 17".596 

8.8463 

8.5100. 

5.7989 

4 

7.2198 

8.7175 

8.4395 

8.8468 

-8".653 

* 

9.4669 

5 

6.8787. 

8.8781. 

8.1009. 

8.5100. 

* 

-22".421 

9.5882 

6 

4.2157 

5.7117 

5.4281 

5.7989 

9.4669 

9.5882 

-2".326 

Der  nächste  Schritt  wäre^  das  Element  (0,  T),  das  hier  am 
grössten  ist,  wegzuschaffen  o.  s.  w. 

Die  endgültigen  Werthe  der  Wurzeln,  die  Jaoobi  erhält  (die 
numerischen  Rechnungen  sind  von  Seedel  ausgeführt  worden),  sind 


»,=.    6".299, 

»^=    3".715, 

«1-    7".574, 

«,  -  22".427 , 

s,  =  17".162, 

«,  -    2".268, 

»,  =  17".863, 

die    nach   10  Transformationen  erhalten  und  durch    ein   weiteres 
Annäherungsrerfahren  noch  genauer  herechnet  werden.^ 

Die  obigen  Rechnungen  Jaoobi's  sind  vor  der  Entdeckung  von 
Neptun  gemacht,  und  beziehen  sich  auf  die  7  älteren  Planeten. 


§  9.    Resultate  von  Stockwell,  die  secularen  Störungen  der 

grossen  Planeten  betretend. 

Die  Untersuchungen  yon  Stookwell  sind  in  den  „Smithsonian 
Gontributions  to  Knowledge''  Vol.  XVIII  (1870)  enthalten. 


^  Die  Abbandlnng  von  Jaoobi  findet  sieh  in  Cbblu^s:  Journal  für  die 
reine  nnd  angewandte  Mathematik^  Bd.  80  (1846)  und  hat  den  Titel:  „üeber 
ein  leichtes  Verfahren,  die  in  der  Theorie  der  Säcolarstörongen  vorkommenden 
Gleichungen  numerisch  aufiralösen''.    Werke  YII,  8.  97. 

Oh  ABT  j»»,  Mecbanik  des  HimmeU.  L  25 
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TTiearie  der  secuiaren  Störufigm, 


Er  geht  von   den   folgenden  Werthen   der  Massen,   mittleren 
Bewegungen  und  der  halben  grossen  Achsen  ans 


Mercor .    .       tn} 


Venus  .    .     f»°  = 


Erde     .    .     t»™  = 


Mars.    .    .     tn^  = 


Jupiter .    .      m^  = 


Saturn  .    .     m^ 


Uranus 


m 


Tn  — 


Neptun     .    rni"^ 


4865751  ' 

1 
390000' 

1_ 

368689  ' 

1 
2680637  ' 

1 
1047.879 ' 
1 
3501.6    ' 

1 
24905    ' 

1__ 

.18780    ' 


«1-538 1016".2 ,  a'=0.3870987 

«n = 210  6641 .438 ,  a»  =  0.7233  823 

n™»  1295977.440,  a™  =  1.0000000 

n^ = 68  9050.9023 ,  a^  - 1 .5236  878 

«▼=109256.719,  a^=5.202798 

n^=43996.127  ,  a^  =  9.538852 

«▼"  =  15424.5094 ,  a^°  =  19.188581 

^▼m  «  7873.993  ,  a™  =»  30.033  86 


Bezeichnen  ^,  «°,  ^  u.  s.  w.,  n\  n",  ^  u.  s.  w.  die  Werthe 
der  Excentricitäten  und  der  Perihellängen  auf  das  Äequinoctiom 
1850.0  bezogen,  so  nimmt  er  weiter  folgende  Werthe  für  die  Epoche 


.0  an: 

Mercur.    .    . 

e»»  0.2056179    , 

n»=    75»  7'0".0 

Venus  .    .    . 

«D»  0.00684184, 

n°  =  129  28  51.7 

Erde     .    .    . 

e^- 0.01677120, 

w™  H»  100  21  41.0 

Ifars 

e^  =  0.0931 324   , 

n^  =  333  17  47.8 

Jupiter     .    . 

«▼  =  0.0482388    , 

lif  =    11  54  53.1 

Saturn  .    . 

e^  =  0.0559956    , 

«▼1  =    90    6  12.0 

Uranus 

«▼"  =  0.0462149   , 

n^  -  170  34  17.6 

Neptun 

.     e^™  -  0.0091 7396 , 

«▼ni  «    50  16  39.1 

Er  giebt  nnn  die  secuiaren  Störongen  der  Excentricitäten  und 
der  Neigungen  in  folgender  Form 

^  n«^^8in««)-J£;»sin(«i^+/9,)+lf,« Bm{s^t+ß;)'hM^^^Bm{s^t'hß^)+etc 


tmd  erhält  fär  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 
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Man  hat  also  z.  B.  fOr  Jupiter 

c'  cos  «^  =  -  0.0000  090  cos  (5".463  803  t  +  88»  0'  38")  + 

+  0.0000  106  coß  (7".248  427  t  +    2Q\b(y  19")  - 

-  0.0000  011  cos  (17".014  373  t  +  335«  11'  31")  + 

+  0.0000  011  cos(17".784  456  t  +  137«  6'  36")  + 

+  0.0000  636  cos  (0".616  685  t  +  67<»  56'  35")  + 

+  0.0019  436  cos  (2".727  659 1  +  105«  3'  53")  + 

+  0.0431  601  cos  (3".716  607  ^  +  28»  8' 46") + 

+  0.0156  383  cos  (22".460  848  t  +  QOV  56'  50") . 

Wenn  in  (1)  ein  Coefficient^  sagen  wir  M^^%  numerisch  grösser 
ist  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  übrigen  Goefficienten, 
so  wissen  wir  nach  §  6^  dass  das  Perihel  die  mittlere  Bewegung  s^ 
besitzt  Ausserdem  liegt  der  Werth  der  Excentricität  dann  noth- 
wendig  zwischen  den  Grenzen 

(2)  M^^:s;<e<M^  +  :s;, 

wo  JS*/  die  Summe   der  absoluten  Beträge   aller  Goefficienten  mit 
Ausnahme  yon  M^  bezeichnet 

In  Folge  dieser  Sätze  zieht  nun  Stooewbll  aus  Tafel  I  folgende 
Schlüsse  in  Bezug  auf  die  secularen  Störungen  der  Excentricitäten 
und  der  Perihellängen  der  grossen  Planeten. 

Für  den  Planeten  Merkur  hat  man: 

Maximum  <^  =  JS*  |  Jlf '  |  =»  0.2817  185.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.1158  593.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^'  ist,  so  folgt,  dass  JU^^ 
grösser  als  die  Summe  der  übrigen  Goefficienten  ist;  folglich  hat 
das  Perihel  yon  Mercur  eine  mittlere  Bewegung  gleich  s^  oder 
5".463  803,  und  macht  einen  YoUständigen  Umlauf  in  287197 
Jahren.    Der  Minimalwerth  der  Excentricität  beträgt  0.1214943. 

Für  den  Planeten  Venus  hat  man: 

Maximum  e°  »  JS*  |  Jlf °  |  =  0.0706  329.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0353  164.  Da  keiner  von  den  Goefficienten  M^^,  M^  u.  s.  w.  diese 
Zahl  überschreitet,  [so  folgt,  dass  das  Perihel  der  Bahn  von  Venus 
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keine  mutiere   ßewegung   besitzt^   und   dass   der  Minimalwerth   der 
Excentricität  gleich  Null  ist]. 

Für  die  Erde  hat  man: 

Maximum  ef"' ^  2  \  M^  \  =  0.0677  352.  Die  Hüfte  davon  ist 
0.0338  676.  Da  diese  Zahl  grösser  als  irgend  einer  der  Coeffi- 
cienten  M^^  ist,  [so  hat  das  Perihel  der  Erdbahn  keine  mittlere  Be- 
wegung, und  der  Minimalwerth  der  Excentricität  ist  gleich  Null]. 

Für  den  Planeten  Mars  hat  man: 

Maximum  ^  ^  2  \  M'"  \  =0.1396  547.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0698  274.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^  ist,  so  folgt,  dass  das 
Perihel  der  Bahn  von  Mars  eine  mittlere  Bewiegung  hat  gleich  s^ 
oder  17^.784  456,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0184  753  ist  Stockwell  bemerkt,  dass  eine  kleine  Aende- 
rung  in  dem  angenommenen  Werth  der  Erdmasse  eine  beträcht- 
liche Aenderung  in  den  Grenzen  der  Excentricität  und  in  dem  Werth 
der  mittleren  Bewegung  hervorrufen  würde. 

Für  den  Planeten  Jupiter  hat  man: 

Maximum  e"  ^  2  \  iT  \  =  0.0608  274.  Die  Hälfte  davon  ist 
0.0304  137.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M,^  ist,  so  folgt,  dass  das 
Perihel  der  Bahn  von  Jupiter  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich 
Sy  oder  3^716607,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0254  928  ist 

Für  den  Planeten  Saturn  hat  man: 

Maximum  e^  r=.  2  \  AP"  \  =  0.0843  289.  Die  Hälft«  davon  ist 
0.0421 644.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^^  ist,  so  folgt,  dass 
das  Perihel  der  Bahn  von  Saturn  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich 
«g  oder  22".460  848,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0123  719  ist 

Für  den  Planeten  Uranus  hat  man: 

Maximum  <?^'  =  -2*  |  M^  |  =  0.0779  652.  Die  Hälft»  davon  ist 
0.0389  826.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  Ät^^'  ist,  so  folgt,  dass 
das  Perihel  der  Bahn  von  Uranus  eine  mittlere  Bewegung  hat  gleich 
s^  oder  3".716  607,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excentricität 
gleich  0.0117  576  ist 

Für  den  Planeten  Neptun  hat  man: 
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Maximum  « ™  «  -2*  |  üf™  |  =  0.0145066.  Die  Hälfte  dayon 
ist  0.0072  633.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  M^"^  ist,  so  folgt,  dass 
das  Perihel  der  Bahn  yon  Neptun  eine  mittlere  Bewegung  hat 
gleich  8^  oder  0''.616  685,  und  dass  der  Minimalwerth  der  Excen- 
tricitat  gleich  0.0055  712  ist 

In  der  obigen  Zusammenstellung  habe  ich  die  Behauptung 
Stookwell's,  dass  Venus  und  die  Erde  keine  mittlere  Bewegung 
des  Perihels  besitzen,  in  Klammem  gesetzt,  weil  wir  aus  den  vorigen 
Paragraphen  gesehen  haben,  dass  dies  noch  als  eine  offene  Frage 
zu  betrachten  ist 

Die  interessanteste  Bemerkung,  die  sich  an  diese  Zusammen- 
stellung knüpft,  ist,  dass  die  mittlere  Bewegung  der  Bahn  von  Uranus 
mit  derjenigen  der  Bahn  von  Jupiter  zusammenfallt.  Mit  Hilfe  der 
Gleichungen  §  6  (17)  und  (19)  können  wir  hieraus  schliessen,  dass 
die  Länge  des  Perihels  der  Jupiterbahn  um  den  Werth  Sjt  +  ßy 
periodisch  schwankt,  und  diejenige  der  Bahn  von  Uranus  um  den 
Werth  s^t  +  ß^  +  180^.  Man  kann  aus  den  genannten  Gleichungen 
auch  die  Amplitude  dieser  Schwankungen  bestimmen,  und  zwar 
findet  Stookwbll,  dass  sie  für  Jupiter  ±24^10',  für  Uranus 
±47^33'  betragen.  Die  Perihellängen  der  Bahnen  von  Jupiter 
und  Saturn  können  sich  also  höchstens  bis  auf  (180^  —24^10' 
-47^33')  108n7'  nähern,  und  weichen  durchschnittlich  180^  von 
einander  ab. 

Indem  wir  nun  zu  den  secularen  Störungen  der  Bahnebene 
übergehen,  wollen  wir  zuerst  einen  wichtigen  Satz  über  die  ver- 
schiedene Form  der  Störungsausdrücke  bei  Benutzung  verschiedener 
Grundebenen  ableiten. 

Ist  die  Wahl  der  XT-Ebene  eine  beliebige,  so  sind  nach  §  7 
(7)  die  secularen  Störungen  der  Bahnebene  durch  folgende  Formeln 
gegeben 

^r  =  -  yn-^i  sin  *i-y,8-^2  8in(ff,*+*,)+. .  .+y,,^,8in  ((r,<+^J, 

wo 

Pr=      y^;  sin  tW  COB  ß«'), 

q^^-yZ^  sin  t«  sin  ß<'-). 


{») 


(b) 
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and  ausserdem  war 


(c) 

wenn  ;"  die  Neigang  nnd  U  die  Enotenlänge  der  unyeränderlichen 
Elbene  in  Bezug  auf  die  XT-Ebene  bezeichnet 
Nun  war  aber  nach  §  7  (7*) 

80  dass  die  Formeln  (a)  somit  in  die  folgenden  übergehen 

yÄ^%m  tW  cosiy^)  =  y^tgy  cos  17+  ;'^,  JV,  cos  (a,  ^  +  ä^)  +  . . .  + 

+  y,,J\r^cos((r,^  +  *J, 

y^^Tsui '^'^ sinß^»-)  =  y]47tgy 8in/7+  y^, i»^, sin  [tr^t  +  S^  +  . . .  + 

Da  die  dritten  Potenzen  der  Neigungen  yemachlässigt  worden 
sind,  so  können  wir  sin  y  statt  tg  /  schreiben,  xmd  indem  wir  gleich- 
zeitig die  Bezeichnungen  etwas  abändern,  um  den  Bezeichnungen 
von  Stookwell  näher  zu  kommen,  bekommen  wir  zuletzt 

^  sini('")co8iy''>  =  siny C08/7+  iVj(*'>cos(<Tj  t  +  8^  +  ...+ 

+  iVillC08(<7«.i^+*n.l), 

sin  iW  siniy*')  =  sin  y  sin  77+  iV^jC»")  sin  (ö-j  ^  +  ^j)  +  . . .  + 

+  iViliSin((7n.i^+Jn.l)- 


(d) 


Hier  bedeuten  a^^  . . . ,  (Tn-i  dieijenigen  Wurzeln  der  Funda- 
mentalgleichung, die  von  Null  yerschieden  sind. 

Wir  haben  oben  angenommen,  dass  die  XF-Ebene  willkürlich 
gewählt  ist  Wird  die  Neigung  und  die  Enotenlänge  in  Bezug  auf 
die  unveränderliche  Ebene  mit  i^^^^  und  ii^^^^  bezeichnet,  so  giebt  das 
sphärische  Dreieck,  das  Ton  der  XT-Ebene,  der  uuTeränderlichen 
Ebene  und  der  Bahnebene  gebildet  wird,  die  folgenden  Belationen 
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(e*) 


siniQ  8in(fl^  — 17)  =  8int8in(fl— 27) 

8in^co8(fl^j— 77)  =  —  cos  i  siny  +  sin  i  cos  y  cos  (ß  — 77) 


Wird  hier  die  dritte  Potenz  der  Neigungen  yemachlässigt^  so 
erhält  man,  indem  man  die  Gleichungen  bez.  mit  »  sin  77,  cos  77 
und  mit  cos 77,  sin 77  multiplicirt  und.addirt 


(e) 


sin  ij,^'')  cos  ßjj^*")  =  sin  i  W  cos  ß^»")  —  sin  y  cos  77, 
sin  ^(*'>  sin  ii^^^^  =  sin  iW  sin  Qf^  —  sin  y  sin  77. 

Aus  (d)  und  (e)  erhält  man  somit 


sin  t^jW  cos  ß/)  =  j^jW  cos  {<T^t +  ${)  +  ...  + 


(f) 


sini^Wsinßo^^) 


+  i*^,«i  cos  O-n-i  ^  +  ^«-l)  , 
+  i^ili  sin  (7«.i  ^  +  5n-i) . 


Fig.  22. 

Wir  sind  also  zu  dem  bemerkenswerthen  Resultat  gelangt,  dass, 
wenn  es  sich  um  die  secularen  Störungen  handelt,  der  Atu- 
druck  für  sinicosii  und  sin  i  sin  Q,  wo  i  und  ß  die  Neigung  und 
die  Knotenlänge  in  Bezug  auf  eine  beliebige  XT-Ebene  bezeichnet,  aus 
dem  Ausdruck  für  sini^cosü^  und  sini^sin  ii^y  wo  i^  und  ß^  die 
Neigung  und  die  Knotenlänge  der  Bahn  in  Bezug  auf  die  unveränderliche 
Ebene  bezeichnet^  einfach  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  die  Grössen 
sin  y  cos  II  bez.  sin  y  sin  II  addirt,  wo  y  und  77  die  Neigung  und  die 
Knotenlänge  der  unveränderlichen  Ebene,  auf  die  XT-Ebene  bezogen, 
bezeichnet 
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Stookwsll  geht  von  den  folgenden  Werthen  flir  iW  und  Qf^^\ 
bezogen  aof  die  mittlere  Ekliptik  1850.0,  aus: 


Mercor .    .    . 

fi     »  7«  0'   8".2 , 

i2«     = 

46«  33'    3".2, 

Yenos   .    .    , 

t"    -  8  23  34.4 , 

i^n    - 

75  20  42.9, 

Erde     .    .    . 

t™  «0     0    0.0, 

i^m  - 

0     0    0.0, 

Mars     .    .    . 

t>^  -  1   51     2.3  , 

Si^  - 

48  23  36.8, 

Jupiter .    .    , 

t^    ^  1   18  40.3 , 

sr^  « 

98  54  20.5 , 

Saturn  .    . 

.     t^  »  2  29  22.4 , 

Si"^  = 

112  19  20.6, 

Uranus .    .    . 

t^n  =  0  46  29.9 , 

i2^n= 

73  14  14.4, 

Neptun  .    . 

.     t^  »  1   47     0.9  , 

i2^™- 

130     7  45.3. 

Für  die  Lage  der  unveränderlichen  Ebene  leitet  er  folgende 
Werthe  der  Constanten  y  und  IT  ab  (mittelst  der  Gleichungen  V 
§  1  (20)) 

r=      l<>35'ir.376, 

^»106  14     6.00. 


Aus  der  Gleichung  (e"*^  erhält  er  nun  f&r  die  Neigungen  und 
die  Ejiotenlängen  der  Planeten  bezogen  auf  die  unveränderliche 
Ebene  folgende  Werthe: 


Mercur .    . 

.    V 

«6«20'58".08, 

^.^ 

=    34«    8'11".12, 

Venus  .    . 

.    ^" 

«2  11  13.57, 

^» 

=    53  28  14.10, 

Erde     .    . 

.    ^" 

«1   35  19.376, 

i2o° 

»286  14    6.00, 

Mars 

.  V^ 

-  1  40  43.70, 

Si.^ 

»  355  10  27.45  , 

Jupiter .    . 

.  h" 

s=0  19  59.674, 

^' 

=  316  21  41.44, 

Batum  .    . 

.    H^ 

»0  55  30.924, 

^^ 

»122  48  32.66 , 

Uranus  .    . 

.   hT 

-1     1  45.27, 

i2o^ 

=  310  26  39.78, 

Neptun  .    . 

.       »0^ 

»0  43  24.845, 

Äo^ 

-    32  54     1.10. 

Für   die   Wurzeln   o*! ,  . .  . ,  (T7 ,   die  Grössen  S^,  . . . ,  S^  und 

die  Coefficienten  NJ^^  in    Formel  (f)    erhält    Stockwbll    folgende 
Werthe: 
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§  9.     BesuUat«  von  Stockwbx,  die  meulai-en  Stämngm  bdr. 

Man  hat  also  z.  B.  fOr  Japiter: 

aüno'coaß,'  -- 0,000tl252co8{-  r.".126112(+  21»  6'  26".8)  + 
+  0.000Ü09Scoa(-  e".592  128/ +  132»«)'  57" .8)- 
■  -0.0000025co«(-ir'.393S90(  +  2»2*49'  53".»)- 
-  0.0000001  OOB(—I8".W8  9Mi  + 251" 45'  8".8)  + 
+  0.0011  9930OB(-  0".ÖGiee6/+  ao^ai'  24" .61  + 
+  0.0009  794  cos  (-  2".Bie082(+  I3S'56'  10".8)  + 
+  0.0063  00.1  cos  (-25".934  567  (  +  906»  19'  2r'.2). 

Ans  dieser  Tafel   zieht  man    folgende  SchlDsee   f^r  die  secu-  * 
laren  Störungen    der   Neigungen    und    der  Knot«nläagen   in  Bezug 
auf  die  unTeränderliche  Ebene. 

Für  den  Planeten  Mercur  hat  man: 

Maximum  aini'u'  =  ^  |  A"^'  |  =  0.1595008,  entsprechend  einer 
Neigung  von  9"  10' 41".  Die  Hälfte  dieaer  Zahl  ist  0.0797  504. 
Da  8ie  kleiner  als  N^'  ist,  so  folgt,  dass  iV','  grösser  als  \ 
die  Summe  der  übrigen  CoefGcienten  ist;  folglich  hat  der  Knoten 
der  Bahn  von  Mercur  auf  der  unveränderlichen  Ebene  eine  mittlere 
Bewegung,  die  gleich  a^  oder  — 5".1261  12  ist.  Der  Minimalwerth 
der  Neigung  beträgt  4"  44' 27". 

Für  Venus  hat  mau; 

Maximum  sin  i^"  =  0.0570  719,  einer  Neigung  von  3"  16' 18" 
entsprechend.  Da  keiner  von  den  Coeföcienten  TV^"  grösser  als  die 
Hälfte  der  obigen  Zahl  ist,  so  ist  die  Frage  über  die  mittlere  Be- 
wegung des  Knotens  der  Venuabahn  unentschieden. 

Ffir  die  Erde  hat  man: 

Maximum  aini,,'"  =  0.0540811s,  einer  Neigung  von  3'*6'0"  ent- 
sprechend. Da  keiner  von  den  Coeflicienten  N"'  grösser  als  die 
Hälfte  dieser  Zahl  ist,  so  musa  die  Frage  über  den  Werth  der 
mittleren  Bewegung  des  Knotens  der  Erdbahn  noch  offen  gelassen 
werden. 

Für  den  Planeten  Mart  hat  man: 

Maximum  sin  i'p"  =  ^  \  I^"  \  =  0.1033  795,  einer  Neigung  von 
5"56'2"  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0,0516898. 
Da    keiner   der   Coefficienten  Ni",   Aj"   u.  s.  w.   grösser    als    diese 
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Zahl  ist,  so  mass  die  Frage  über  den  Werth  der  mittleren  Bewegung 
des  EjQOtens  der  Marsbahn  noch  offen  gelassen  werden. 

Für  den  Planeten  Jupiter  hat  man: 

Maximum  sin  i^  =^  2  \  N^  \  =  0.0084  165,  einer  Maximal- 
neigong  gegen  die  unveränderliche  Ebene  von  0^28'56''  ent- 
sprechend. Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0042083.  Da  diese 
Zahl  kleiner  als  N^^  ist,  so  folgt,  dass  der  Knoten  der  Bahn  von 
Jupiter  eine  mittlere  Bewegung  gleich  ~25''.934  567  besitzt.  Der 
Minimalwerth  der  Neigung  beträgt  0^14' 23". 

Für  den  Planeten  Saturn  ist: 

Maximum  sint^^  =^  2  \  N^^  \  =  0.0176  359,  einer  Neigung  von 
10  0^39"  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0088180. 
Da  diese  Zahl  kleiner  als  N^^  i&i,  so  folgt,  dass  der  Knoten  der 
Bahn  von  Saturn  eine  mittlere  Bewegung  besitzt  gleich  (r^,  oder 
25".934  567.    Der  Minimalwerth  der  Neigung  beträgt  0M7' 16". 

Für  den  Planeten  Uranus  ist: 

Maximum  sin  ^^  =  ^  |  iV;^  |  =  0.0195  381 ,  einer  Neigung 
von  l^TW  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist  0.0097690. 
Da  diese  Zahl  kleiner  als  N^^^  ist,  so  folgt,  dass  der  Knoten  der 
Bahn  von  Uranus  eine  mittlere  Bewegung  besitzt  gleich  <t^,  oder 
-2".916  082.    Der  Minimalwerth  der  Neigung  beträgt  0<>54'25". 

Für  den  Planeten  Neptun  ist: 

Maximum  sini^^  ==  -2*  |  iV;™  |  =  0.0137  678,  einer  Neigung 
von  0<>47'2r'  entsprechend.  Die  Hälfte  der  obigen  Zahl  ist 
0.0068  839.  Da  diese  Zahl  kleiner  als  N^^^^  ist,  so  folgt,  dass  der 
EjQOten  der  Bahn  von  Neptun  eine  mittlere  Bewegung  besitzt  gleich 
<T^,  oder  »0".661  666.  Der  Minimalwerth  der  Neigung  gegen  die 
unveränderliche  Ebene  _, beträgt  0<>33'43". 

Es  erhellt  aus  dieser  Zusammenstellung,  dass  die  mittleren  Be" 
wegungen  der  Knoten  der  Bahnen  von  Jupiter  und  Saturn  auf  der 
unveränderlichen  Ebene  genau  gleich  sind,  indem  beide  sich  rückwärts 
mit  einer  jährlichen  Geschwindigkeit  von  25", 934  567  bewegen.  Dies 
ist  der  zweite  von  Stocewell  entdeckte  Librationsfall  im 
Planetensystem.  Eine  nähere  Untersuchung  auf  Grund  der  Glei- 
chungen §  6  (22)  und  (23)  zeigt,  dass  die  mittleren  Längen  der  auf- 
steigenden Knoten  dieser  beiden  Bahnen  auf  der  unveränderlichen  Ebene 


§  9.     RaiuitaU  von  Stochtmli.,  die  secularen  Störungen  betr.     397 

gmau  um  iSO"  von  einander  abweichen.  Id  Folge  der  periodiscbeo 
SchwaiikiiDgea  können  sie  sich  bSohstens  auf  153"  15'  nähern,  in- 
dem der  Enoten  der  Jupitersbahn  um  19"  38',  derjenige  der  Satuma- 
bahn  um  T"?'  um  aeinen  mittleren  Werth  achwanken  kann. 

Der  Knoten  der  Mercurabahn  kann  von  seinem  mittleren  Werth 
um  18*31'  abweichen.  Die  Knoten  der  Bahnen  yon  Uranus  und 
Neptun  um  bez.  6**0'  und  9"  40'. 

In  Bezug  auf  die  mittleren  Bewegungen  der  Knoten  und  der 
Perihehen  der  Bahnen  der  Venna  und  der  Erde  und  ebenfalls 
in  Bezug  auf  die  mittlere  Bewegung  des  Knotens  der  Marsbabn 
lässt  uns  die  Analysis  von  Stockwell  noch  in  Ungewissheit.  Wie 
ich  schon  mehrmals  hervorgehoben  habe,  spricht  Vieles  dafür,  dass 
solche  mittleren  Bewegungen  auch  fUr  diese  Planeten  existiren,  und 
zwar  mit  positiven  Zeichen  für  die  Peribelien,  mit  negativen  fllr 
die  Knoten. 

Mit  den  Formeln  von  Stockwell  sind  folgende  Werthe  für 
die  Excentricität  und  die  Länge  des  Peribels  der  Erdbahn  be- 
rechnet für  die  Zeit  zwischen  den  Jahren  —300000  und  +100000.' 

Siehe  Tafel  m  S.  .198. 

Aus  Tafel  HI  geht  hervor,  dass  die  Länge  des  Perihela  der  Erd- 
bahn zwar  grossen  Schwankungen  unterliegt,  unter  Umständen  sogar 
rückläufige  Bewegung  besitzen  kann,  daas  aber  in  den  betrachteten 
Jahren  eine  unverkennbare  positive  Bewegungageschwindigkeit  des 
Peribels  bemerkbar  iat,  welche  zwischen  den  Jahren  —300000  und 
0  jäbrhch  ungefähr  5" .5  beträgt  Li  den  nächsten  100  000  Jahren 
ist  die  Geschwindigkeit  noch  grösser.  Hieraus  kann  man  zwar 
keinen  strengen  Schluss  ziehen  über  die  Existenz  einer  mittleren 
Bewegung  in  mathematischer  Bedeutung  des  Wortes.  Vielleicht 
würde  eine  Anwendung  der  Analyse  von  Cavallih  hier  zu  einer 
genaueren  Kenntnis  der  Bewegung  führen. 


'  Vergleiche:    „CoDtribntioDB   to   the  aetronoDiiciil  tbeory  of  o 
Q  Verf.    Eine  ähnliche  Berechoung  ist  auch  von  GvLPtn  gemacht: 
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Tafel  m. 
Excentridtät  und  Länge  des  PerAelt  der  Erdbahn. 


Jahr 

Fixcen- 
tricitftt 

Länge 
des  Per. 

Jahr 

Excen- 
tricitftt 

Länge 
des  Per. 

-300  000 

0.0373 

-433« 

+  10  000 

0.0115 

+  86« 

-290  000 

0.0337 

-402 

+  20000 

0.0055 

+  92 

—280  000 

0.0262 

-373 

+  30000 

0.0049 

+206 

-270  000 

0.0163 

-355 

+  40000 

0.0077 

+  225 

-  260  000 

0.0093 

-377 

+  50  000 

0.0134 

+297 

-  250  000 

0.0161 

-403 

+  60  000 

0.0145 

+  325 

-240  000 

0.0271 

-388 

+  70  000 

0.0134 

+  345 

-230  000 

0.0370 

-366 

+  80000 

0.0113 

+  354 

-220  000 

0.0437 

-340 

+  90000 

0.0110 

+  349 

-210  000 

0.0471 

-315 

+  100  000 

0.0143 

+  348 

-200  000 

0.0470 

-291 

-190  000 

0.0442 

-269 

-180  000 

0.0395 

-244 

-170  000 

0.0334 

-232 

-160  000 

0.0283 

-222 

-150  000 

0.0254 

-218 

-140  000 

0.0266 

-214 

- 130  000 

0.0307 

-206 

-120  000 

0.0356 

-190 

-110  000 

0.0394 

-170 

-100  000 

0.0408 

-148 

-  90  000 

0.0392 

-124 

-  80  000  • 

0.0343 

-  99 

-  70  000 

0.0269 

-  76 

-  60  000 

0.0181 

-  59 

-  50000 

0.0110 

-  61 

-  40000 

0.0110 

-  83 

-  30  000 

0.0157 

-  79 

-  20  000 

0.0192 

-  59 

-  10  000 

0.0195 

-  31 

0 

0.0168 

0 
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Es  wird  in  Lehrbachem  öfters  bemerkt,  dass  die  PeribelieD 
Bämmtlicher  Planeten  sich  vorwärts  bewegen,  mit  Äuanalune 
der  Venu»,  deren  Perihe!  eine  rüMäu/ige  Bewegung  besitzen  sollte. 
Eb  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  dies  nur  gilt,  wenn  man  sieb  der 
in  §  3  entwickelten  Methode  bedient,  welche  nur  diejenige  Perihel- 
bewegung  giebt,  welche  zu  der  Zeit  der  ÜBCulation  der  Äusgangs- 
elemente  vorhanden  ist  Würde  man  nur  1000  Jahre  rückwärts 
gehen,  so  würde  man  dagegen  einen  positiven  Werth  für  die  Perihel- 
bewegung  der  Vennabahn  gefunden  haben.  Zwar  wird  das  Peribel 
dieser  Bahn  in  den  nächsten  30  000  Jahren  sich  rückwärts  bewegen 
(überschlagsweise  um  ungefiVhr  60"),  dann  aber  fUngt  die  Perihel- 
lange  wieder  an  zu  wachsen,  und  es  ist  das  wahrscheinlichste,  dass 
auch  Venus  eine   positive  Bewegung  ihres  Perihels  besitzt. 

Die  secnlaren  StSmngen  der  grossen  Planeten  finden  eine 
wichtige  Anwendung  in  der  sog.  astronomischen  ITieorie  der  Eis- 
zeit Ich  verweise  io  Bezng  hierauf  auf  den  schon  citirten  Aufsatz 
des  Verfassers. 

Stoceweij.  hat  in  seiner  Arbeit  auch  die  numerischen  Data 
gegeben,  om  den  Einänss  kleiner  Correctionen  der  Massen  zu  be- 
rechnen. Die  hierfür  erforderlichen  Formeln  sind  indessen  zu  weit^ 
läufig,  um  hier  Platz  finden  zu  können. 


§  10.  lieber  den  Fall,  dass  die  Fundamentaiglelchunfl  vielfache 
Wurzeln  besitzt 

Die  Bestimmung  der  secnlaren  St5mugen  der  grossen  Planeten 
geschieht  durch  die  Lösung  eines  Systems  von  linearen  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Coefficienten. 

Wenn  es  sich  um  eine  einzige  abhängige  Veränderliche  handelt 
die  durch  eine  lineare  Differentialgleichung  n'"  Ordnung  bestimmt 
ist,  so  weiss  man,  dass.  wenn  die  Fundamentalgleicboog  gleiche 
Wurzeln  besitzt,  in  dem  Integrale  Glieder  entstehen,  welche  mit 
der  unabhängigen  Veränderlichen  multiphcirt  sind  und  mit  dieser 
über  alle  Grenzen  wachsen.    Ist  dagegen  ein  System  von  gleichzeitigen 
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linearen  Differentialgleichimgen  mit  constanten  Coefficienten  gegeben, 
so  entspricht  nicht  immer  einer  doppelten  Worzel  der  Fundamental- 
gleichung ein  solches  Glied,  das  der  unabhängigen  Veränderlichen 
proportional  ist^  Ist  im  Besonderen  die  Determinante,  welche, 
gleich  Null  gesetzt,  die  Fundamentalgleichung  giebt,  von  symme- 
trischer  Form,  so  können  niemals  solche  der  unabhängigen  Veränder- 
liehen  proportionale  OUeder  entstehen. 

Die  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  der  secularen 
Störungen  der  Excentricitäten  und  der  Perihelien  sind  nach  §  6  (3) 
Yon  folgender  Form 

^^f  -dT'-dTir'      ■dT-""Tir        («-1.---.  »)» 

wo 

und  die  Goefficienten  die  Eigenschaft 

(2)  L;,  «]  =  ['•, /l 

besitzen. 

Durch  eine  orthogonale  Substitution  wurden  nun  die  Grössen 
f.  und  Y^  durch  die  folgenden  Formeln  eingeführt 


(3) 


\  (»=  1,  2,  ...,  n). 

y        ^i  =  yn   ^1  +  •  •  •  +  rin  ^n 


Die  Goefficienten  y.,  werden  durch  die  gewöhnlichen  Formeln, 
die  fbr  orthogonale  Substitutionen  gelten,  §  6  (6)  und  {&*),  bestimmt 
und  ausserdem  durch  die  Gleichungen  §  6  (11). 


(4) 


f  ([1,  i]-*Oyir  +  .--  +  [i,  «]y«.r  =  o 

(«'^l*  2, ...,  n), 

[»>  l]yir  +  ...  +  (In,  n]  -s^)r^^  =0 


^  Skeliokb  hat  bewiesen,  dass,  wenn  die  Zahl  der  Planeten  gleich  drei 
iBt,  die  Fondamentalgleichang  niemals  gleiche  Wnrzeln  besitzen  kann.  Astr. 
Nachr.  Nr.  2231. 
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wo  8^  durch  die  Fondamentalgleichimg 


(5) 


2>  = 


[1,  1]-*,  ...,  [1,  n] 


=  0 


[n,  1],  ...,  [n,n]^8 
bestimmt  wird. 

Sind  sämmtliche  8^  von  einander  verschieden,  so  erhält  man  n 
Systeme  von  der  Form  (4).  Einer  yielÜEU^hen  Wurzel  entspricht  aber 
nur  ein  einziges  solches  System. 

Nun  ist  offenbar: 


(6) 


TV  /  \  ^:^     Ö  -0 


und  also,  wenn  man  diese  Gleiohung  mit 


dP 

d[r,r] 


multiplicirt: 


dP    jy.  . ^    dP       dB 

WO  r  einen  beliebigen  Werth  hat 

Da  nun  J9  =  0,  so  ist  nach  I  §  1  (7) 


dB  BP 


BP 


d» 


B[i,r]   B[r,i] 


der  symmetrischen  Form  zufolge, 
und  mithin 

(7) 


dB     ry,.  ^(    dB   Y 


Aus  dieser  Gleichung  kann  man  nun  einen  wichtigen  Schluss 
ziehen.  Ist  nämlich  8^  eine  zweifache  Wurzel,  so  müssen  die 
Gleichungen 

i>'(*,)  =  0 

gleichzeitig  bestehen.    Aus  (7)  folgt  also  unmittelbar;  dass  bei  einer 
zweifachen  Wurzel 
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^^    ==0 


ÖL*,  r] 


und  zwar  ftir  alle  Werthe  von  t  und  r.  Es  sind  also  bei  einer 
zweifachen  Wurzel  tämmdiche  ünterdeterminanten  erster  Ordnung 
gleich  Null. 

umgekehrt  folgt,  dass,  wenn  die  Wurzel  eine  einfache  Wurzel 
ist,  nicht  sämmüiche  Unterdeterminanten  erster  Ordnung  verschwinden 
können. 

Aus  (6)  folgt  nämlich,  dass  nicht  sämmtliche  ünterdeterminanten 
von  der  Form 

dP 

d[i,i] 

gleichzeitig  verschwinden  können,  wenn  i>'(^)  4=  0. 
Aus  der  Formel 


^'W  = 


iiii^  d[i,  i]d[j\j] 


folgt  ebenfalls,  dass  bei  einer  zweiÜEU^hen  Wurzel  (bei  welcher  also 
D"  {s)  4=  0)  nicht  sämmtliche  ünterdeterminanten  zweiter  Ordnung 
verschwinden  könirtn  u.  s.  w. 

Sind  sämmtliche  Wurzeln  einfach^   so  können  also  nicht  alle 

Determinanten  von  der  Form 

dP 

d[i,i] 

verschwinden.    Angenommen  also,  dass 

d[i,  i]=t="> 
so  folgt  aus  (4)  die  folgende  Lösung: 


dP{Sr)  dP(8r)         '"         d 


nr 


-P(«r)  ,/^(      dP      \« 

ö[i,  1]     a[i,  2]  d[i,»]      K^U[i,»]J 

1^=1,  2,  ••«,  n. 
Die   Summe    unter    der  Quadratwurzel    kann    man    einüacher 
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schreiben.    Es  ist  nämlich  nach  I  §  1,  weil  i>  =  0  (und  die  Deter- 
minante symmetrisch  ist)^ 


/    BD    y_     dB        BD 
\B[\,i\}        d[l,  1]    d[i,  *]* 

Mithin  ist 

/    BD    \g_      BD     ^     BD     _  _     BD     jy .  . 
[b[1,  i])  -  d[l,  1]  tei  ö[t,  »]  "       d[l,  1]^  w- 

Das  vollständige  System  von  Werthen  der  Coefficienten  y^., 
wenn  sämmtliche  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  verschieden 
sind,  ist  also  das  folgende: 

Tu      _3      Tn     _.         j^     T*i      ,^  ]: 

BD  (8,)       BD  (8,) 


d[l,l.l        ö[2,l] 


9D(8,)         I     BD(8,)       ~ 


yi«    ^    Tt%    ^      ^    y»!    __ 
a.D(«j     ai)(«,) 
a[i,  1]     d[2, 1] 


Öi>(*.)  /      ö2)(M2yf,i 


•  •  • 


ö[i,  1]     d[2, 1] 


Wenn  man  sich  der  Formel  I  §  1  (7)  bedient,  so  kann  man 
eine  interessante  Form  für  die  Quadrate  der  Coefficienten  y^J  er- 
halten.   Mit  Hilfe  der  betreffenden  Formel  bekommt  man  nämlich: 

BD(8j 

Wenn  man  die  Zeichen  der  /-Coefficienten  kennt,  giebt 
diese  Formel  eine  bequeme  Methode,  diese  Coefficienten  zu  be- 
rechnen unter  Anwendung  von  nur  symmetrischen  Determinanten- 
formen. 

Aus  (8)  folgt,  dass  die  Determinanten 

^^^'^       f      ^     o  \ 

J(i~i]         l«=  A>   ^*  •••>  ^) 

gleichzeitig  entweder  positiv  oder  negativ  sein  müssen. 
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Allgemeiner  ausgedrQckt  lautet  dieser  Satz  so,  dass,  wem  eme 
tymmetrüche  Determinante  mit  reellen  Elementen  von  der  Form 


A  = 


«11-» 


«1. 


9    • 


>    «1 


Sl>      H% 


—  s 


>  •  •  •>  s« 


^»1> 


a^2 ,  . .  . ,  a^^  —  8 


gegeben  ist  und  $^  einen  solchen  Werth  bezeichnet j  für  welchen  diese 
Determinante  verschwindet ^  so  sind  sämmüiche  ühterdeterminanien  van 
der  ersten  Ordnung,  welche  die  Form 

doii 

besitzen^  von  demselben  Zeichen. 

Bezeichnet  man  mit  s^  eine  zweifache  Wurzel,  so  können  nach 
dem  obigen  nicht  sämmtliche  ünterdeterminanten  von  der  Form 


ö[»,  ♦]dL;,;l 


verschwinden.    Angenommen  alsoi  dass 


d*i>(«,) 


d[l,l]d[2,2] 


4=0, 


so  hat  man  nach  I  §  1  (12) 


/gx  d^B(s,)  _        d^D(s,)  d^D(s,) 


welche  Formel  auch  flir  t  =  1  und  i  =  2  ihre  Gültigkeit  behält 

Setzt  man   nun   aus  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  y^^  in 
die  Gleichung: 


2y'i  =  1 


ein,  so  wird 
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(10) 


+ 


+ 


4.9v  V  V     a'-P(«.)        a*J(«.) 
'" '"/Sf  ö[i, ♦] a[2, 2]  d[i,  1] a[2,  ♦]• 


Ist  y^y  bestiinmt,  so  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den 
Werth  von  Ytv  ■^^'>^  zweiftichen  Wurzel  entiprieht  abo  eine  mund- 
liehe Schar  von  y'Coeffieienten,  In  diesem  umstand«  ist  die  Erklärung 
zu  suchen,  warum  bei  einer  zweifachen  Wurzel  doch  zwei  wiUhürliche 
Integrationsconstanien  auftreten  müssen.  Weil  nun  s&mintliche  Unter- 
determinanten erster  Ordnung  verschwinden,  so  kann  man  die  Bel»- 
tion  I  §  1  (7)  filr  die  Determinanten  zweiter  Ordnung  benutzen, 

imd  es  ist  also: 

dB  \» 


^fl[i,  «]fl[2, 2]/  ~\a[i,» 


2J 


.    dJD       .    dJD  .    dJD     g    dB 


_   a[2, 2]     a[2, 2]  _   a[2, 2]    ap,  2] 
-  a[i,  »•]  •  a[»,  1]  ~  a[i,  1]   a[«, »] 

-a[i,  i]d [2,2]- a  [2,2]  a  [.-,.•]' 

und  ebenfalls 


\d[\,  1]  a[2,  i])  =•  d[i,  i]a[2, 2]  d[\,  1]  d[t,  .• 


i 


Die  letzte  Summe  in  (10)  lässt  sich  in  folgender  Weise  trans- 
formieren:   Es  ist 

a[i,<]?[2,2]  —  a[i,2]a[2,«]  (°**'^  ^  §  ^  W) 

d*D  d*D  d*D 


a[i,i]a[2,.]       a[i,i]a[*,  2]       a [1 , 2] a [«•,  1] 

d[i,  i]d[2, 2] 'au,  1] a[2, ♦•] - d[i, i]d[2, i] * a[i,  2j ai»,  i] 


=    «M  .  ^t^]  =  JI4J .  JI4]    nach  I  §1(7) 

d[2,  t]      d[f,  1]         d[2,  1]      d[t,t]  ^      \  f 


d[l,2]d[2,l]     d[l,  2]d[*,  ♦]  ö[l,  l]d[2,2]ö[l,2]a[f,t] 
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d^D 


d*D 


d*D 


d[l,  t]ö[2,2]d[l,  l]d[2,f] 


d^D 


ö[l,l]d[2,2]if(ö[l,2]d[*,  f] 


Der  Goefficient 


d*D 


ist  nach  der  Voraussetznng  von 


d[l,  l]d[2,  2] 

Null  verschieden  und  man  kann  also  überall  durch  ihn   dividiren. 
Die  Relation  (10)  lautet  somit: 


(11) 


d«D 


d[l,  l]d[2,2] 


=  y;. 


+  r]^ 


d*D 


--1  + 


{^d[2,2]d[i,i] 


_9         4^       a'i> 


Da  nun 


ds 


dB 


^ö[»,  t] 


M » 


SO  kann  man  diese  Formel  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 


(12) 


0  = 


d[l,  l]d[2,  2]  ■*"^»> 


d*i) 


d[2,  2]d8 


9  g'i> 


Aus   (12)   leitet  man    folgende   Narmalformen    f)ir    die   Coeffi- 
cienten  y^^  ab: 


(13)      a) 


s     ^  __ 


y;i 


d[l,l]d[2,2]    d[2,  2]d« 


Die  übrigen  Coefficienten  sind  dann  durch  die  Formel  (9)  ge- 
geben, welche  Formel  nun  lautet: 
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(14) 


y  D  {$)  a'  D  js) 

d[l,l]d[2,2]^»i^d[l,»]d[2,2]^"* 


ß)  Die  CoefiEicienten  in  der  zweiten  Form  werde  ich  von  den- 
jenigen in  der  ersten  durch  einen  Strich  oben  unterscheiden: 


(15) 


y'J. — 


a«  D  (») 


a[i,i]a[2,2i"  a[i,  i]a» 


(16) 


Die  übrigen  /  sind  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt: 

d[i,  i]d[2,  2]^n""  d[i,  i]d[2,  »y  »• 


Die  Formen  a  und  ß^  die  ich  kurzweg  Normalformen  nenne, 
bilden  zusammen  die  vollständige  Lösung  des  vorliegenden  Problems, 
wenn  es  sich  um  eine  zweifache  Wurzel  handelt  Die  entsprechenden 
Integrale  der  Differentialgleichungen  bilden  zusammen  mit  den  fOr 
die  anderen  Wurzeln  geltenden  eine  Fundamentalgleichung  von  Inte- 
gralen, wie  ich  gleich  beweisen  will. 

Zuerst  mache  ich  auf  eine  andere  Form  der  Gleichimgen  (14) 
und  (16)  aufimericsam. 

Man  bekommt  nämlich  fOr  die  Quadrate  der  /-Coefficienten 
folgende  symmetrische  Formen: 


FaU  a)'. 


(17) 


s 


(18) 


ö«  D  W 

d^D{8) 

d[2,  2]d8 

\*  —  ±  j   A  ,   .  •  . ,    «; 

d[2,  2]d[t,  •] 

Für  den  Fall  ß)i 

'2 

s= 

— 

1 

(i=s  1,  2,  ...,  n) 

d^D(8) 

Ö«  D  (8) 

d[l,  l]d[t,i] 


d[l,  i]d8 


Durch   die   orthogonale   Substitution  (3)  wird  die   canonische 
Form  der  Differentialgleichungen  beibehalten.  Man  hat  somit  statt  (1) 
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(19) 

dt  ~  dT,'         dt  ~       aSi 

d.  h.,  da 

2m  =  '^'i{S*+Y,% 

(20) 

«'Ä              y           dT,                  ^ 

und  hieraus 

Ä,=     JK;co8(»,<  +  /9j), 

r,  =  -ü/,  Bin  (*,<  +  /?,), 

wo  M.  and  /?,  die  Integrationsconstanten  bedeuten. 
Die  Gleichungen  (3)  lauten  nun: 


ii  =  rii^i<iOBi»i*  +  ßi)+  *  + 

+  Yit^s  co8(»,  t  +  ß,)  +  ...  +  r^^M^coa{sJ  +  ß^ 
li  =  *  +  y»,-*^  C08(*i  t  +  ß,)  + 

+  ^18-^8  C08('8  '  +  A)  +  •  •  •  +  y2.-''«C08(»,  t  +  /9J 
&  =  ^81  -^1  C08  («1  '  +  /?!)+  rs  J  ^  C08  («1  '  +  Ä)  + 

+  ^88-^8 C08(», *  +  /?j)  +  . . .  +  y„  JM;co8(»,f  +  /9J 


(21) 


I.  =  y«l  ^1  cos  K  f+ßl)  +  Yn>  -^  COS  («1  t  +  ß,)  + 

+  y,8  ^8  C08)»j  #  +  /?,)  +  ...  +  Y^^M  C08(«    f  +  /9), 


wo 

nach 

(13) 

nnd 

(15) 

d[2,2]d8 

/?. 

= 

d*D 

d[i, 

1]  d[2, 

2]' 

,rl^ 

=: 

d*D 

9[l, 

i]a[2, 

2]* 

Es 

seien 

nnn 

^11  >  ^11  >    •  •  •>   ^^In 


^Sl'   ^S8 


>   ^1, 


^nl  »  ^nl  >   •  •  •  >  ffnn 
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irgend    ein    anderes  System    von  Coefficienten,    welche   die  Glei- 
chungen (4)  befriedigen,  so  dass 


(22) 


I 


auch  eine  Lösung  der  Differentialgleichruigen  ist    Dann  hat  man 
in  Folge  der  Belationen  (14),  (16)  nnd  (9): 


(23) 


^a  = 


^.1 


711  7« 


Die   Gleichungen  (22)    können    also    in    folgender  Form    ge- 
schrieben werden: 

(li)  =  9u  (^i)  cos  K  '  +  {ßi))  +  yi«  W  cos  («1 1  +  (/?,))  +  gy,  ^  *; , 
(Si)  =  9n  (-Mi) cos  («1 1  +  (/?i))  +  g^,  {At,)  cos («^  t  +  (/?,))  +  2^,^ Sj, 

m  =  (^  ^11  +  ^^^11)  (-«i)  cos  (*.  <  +  (/?i))  + 


+ 


[^S»+^9^{^^^{ht+{ß,))+%9iiS^ 


Wenn  nun  die  Integrationsconstanten  M^^  M^,  ß^  und  ß^  in 
(21)  so  bestimmt  werden,  dass 

9m  (^1)  cos  (^1  i  +  (/9i))  +  ^j,  (3^)  cos  (*i  <  +  {ß^))  =  /ii  Jfi  cos  {s^  t  +  ft), 
g^^  [M^)  cos  (*,  ^  +  0?i))  +  ^„  (i/3)  cos  (*i  <  +  (/?,))  =  y„  Jf,  cos  (*,  <  +  /?,), 

was  immer  möglich  ist^  so  bekommt  man  offenbar 


(i,)=i,. 
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und  hieraus  folgt,  dass  die  Integrale  (21)  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  bilden. 

Die  obigen  Auseinandersetzungen  beruhen  wesentlich  darauf 
dass  die  Determinante  D  eine  symmetrische  Form  bekommt  Wenn 
eine  von  den  Massen  verschwindend  ist,  so  ist  dies  nicht  mehr  der 
Fall,  und  es  ist  deswegen  möglich,  dass  bei  den  kleinen  Planeten, 
die  so  gelegen  sind,  dass  mehrfache  Wurzeln  von  der  Gleichung  (5) 
auftreten,  die  Zeit  ausserhalb  der  trigonometrischen  Functionen  zum 
Vorschein  kommen  kann.^ 

Ich  verweise  in  Bezug  hierauf  auf  einen  Aufsatz  von  A.  Ldman 
(Meddelanden  firän  Lunds  Observatorium  Nr.  14).  Siehe  auch 
unten  §  12. 

§  IL    Die  secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten. 

Unter  dem  Namen  „kleiner  Planet^  versteht  man  in  der  Mechanik 
einen  Körper,  dessen  Masse  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Eän 
solcher  Körper  wird  in  seiner  Bewegung  von  den  „grossen  Planeten'^ 
beeinfiiusst,  übt  aber  keine  Einwirkung  auf  die  Bewegung  der  letz- 
teren, noch  auf  die  Bewegung  der  anderen  „kleinen  Planeten^  in 
dem  System  aus. 

Will  man  sich  der  canonischen  jAOOBi'schen  Coordinaten  be- 
dienen, so  kann  man  offenbar  nach  Belieben  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  des  kleinen  Planeten  entweder  in  den  Centralkörper 
(die  Sonne)  legen  oder  in  den  Schwerpunkt  eines  Systems,  be« 
stehend  aus  der  Sonne  und  einer  beliebigen  Zahl  der  grossen  Pla- 
neten. Man  kann  also  auch  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  den 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  wählen. 

Den  Elementen  von  PonsroAsfi,  welche  wir  f&r  die  Untersuchung 
der  secularen  Störungen  eines  kleinen  Planeten  anwenden  wollen, 
geben  wir  hier  eine  etwas  veränderte  Bedeutung,  indem  wir  den 
Factor  ß,  welcher  der  verschwindend  kleinen  Masse  des  Planeten 
proportional  ist,  wegschaffen.    Wir  setzen  also 


^  Die  obige  AuBeinanderBetzimg  über  den  Fall,  dass  die  Fondamental- 
gleichong  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzt,  ist  vom  Verf.  in  „Meddelanden  Mn 
Lnnds  Observatorium"  Nr.  15  gegeben. 
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(1) 


/  +  ff  BS  mittlere  Länge         , 

V2^(l-VT^^)co8ji 

y2^(l-VT^^8mji 

=        y2yiVT^^^(l-C08t)COBfl, 


y  =  -y2JVT;^(l-C08f)8infl, 


und  erhalten  dann  folgende  Differentialgleichiuigen 


(2) 


1    BF 

''       ß    dA' 

1    BF 

''       ß    öf  ' 

_^-.  JL  ^ 

dt   '^       ß    dp  ' 

Handelt  es  sich  im  Besonderen  um  die  secolaren  Störungen, 


dA        1 

BF 

dl 

dt   ~~  ß 

dl  ' 

dt 

d(         1 

dF 

äv 

dt   ^  ß 

dri' 

dt 

dp  _  1 

BF 

dq 

dt         ß    dq 


SO  können  wir  setzen: 

dA 
dt 


(3) 


0 


dl d[F] 

dt  "^        dA   ' 


di  ^  d[F] 
dt  dfi 


dp  ___ 


d[F] 


dt 
dt   " 


d[F] 

d[F]^ 
dp 


WO  nun  genähert,  wenn  M  die  Masse  der  Sonne  bezeichnet. 


(3*) 


m  = 


=  _i 


ItA* 


+ 
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wo  die  Massen  der  Planeten  mit  m^,  ...,  m^  bezeichnet  sind.  Die 
Werthe  von  ß  und  [a  hängen  von  der  Wahl  des  AnÜEingspunktes  der 
Coordinaten  ab. 


(4) 


Setzt  man 


f  (0.  «7  = 


[0,  .•]'= 


|0,  i\'  - 


knii 


knii 


YW^YÄÄi 

knii 

yM^YAÄi 


A  («>  «i) 


A(ö*«i)  (»=  1>  2,  ...,   7l), 


B^  (a,  a^ 


so  werden  die  Di£ferentialgleichnngen  f&r  |,  ri,  p  und  j 


(5) 


und 


(6*) 


»^gCO.O'-gCO,  «•]''?„ 


=  -l§(o»')'  +  g[o,0'lM 


4f  =  -?±(o,«T  +  S|o,«T?„ 


i'§(0. '■)'-§  |o,«Tft- 


Die  Grösaen  A^  haben  hier  die  Bedeatang 


j,=y^, 


und  weiter  ist 


I,.  =  y  2  -4^  (1  —  yi  —  «^*)  cos  JT^,      u.  8.  w. 


Die    obigen   Gleichungen   können  in  etwas  einfacherer   Form 

geschrieben    werden,    wenn    man    auf    beiden    Seiten    mit    \~Ä 
dividirt. 
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Führen  wir  nämlich  die  Bezeichnungen  ein 


(6) 


[|J  =  -^i=     y2(l-Vnr^)co8«,     =     «,co8ji,      (gen&h-X 


1 


[1,,]  =  -^,,  =  _  V2 (1  - Vl^^)  sin«,      =-«,8in«,      (    „     ), 


1 


|>J  =  -^;>,=     VVl - «,»(! - 008 1,) cos ß,  =      8int;co8ß,(    „     ), 


VX 


VVl  —  e/{l  —  cos ijsin  ß^  =  —  sin i^sin  fl^  (    „     ), 
r  =  0,  1,  ...,  n) 


wo  ^0  ==  -^>  lo^^  I  ®*^>  ^"^^  weiter 


(6*) 


(0,  i)  =  ^^^A(a,  a^, 


[0,0  = 


TysA 


j5,(a,  aj, 


(t=s  1,  2,  ...,  n) 


so  bekommt  man  offenbar  statt  (5)  und  (5*) 


(7) 


nnd 


(7*) 


dt 

d[l] 
dt 


M2(0'«)-2[o»»*]M» 


-[|]2(o.  O+^Co.  «]ßi] 


welche  Gleichungen  wir  der  Berechnung  der  secularen  Störungen 
zu  Grunde  legen  wollen. 

Man  kann  hier,  ebenso  wie  bei  der  Berechnung  der  secularen 
Störungen  der  grossen  Planeten,  zwei  Wege  einschlagen.  Entweder  — 


• 


•^■* 
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indem  man  sich  auf  den  Standpunkt  der  eigentlichen  Stönrngstlieoiie 
stellt  —  in  der  rechten  Seite  von  (7)  und  (7*)  die  gegenwSrtigeii 
(=  zur  Zeit  der  Osculation  geltenden)  Werthe  der  EHemei^to  €Jli- 
setzen  y   wodurch   die  rechten  Seiten   constante  Werthe  ünnfthmon, 
welche  den  Werth  der  seeularen  Veränderungen  der  Elei|lii$ill6  4iMtt 
geben  y   oder  man   kann  die  Gleichungen  genau  integriren.     B^o. 
Methoden  werden  auch  bei  den  kleinen  Planeten  mit  Vbrth(^  be- 
nutzt   Da  indessen  die  Perioden  der  seeularen  Störungen  in  diesem 
Falle  viel  kürzer  sind,   als  es  bei  den  grossen  Planeten  der  Fall 
war,  so  geben  die  nach  der  ersteren  Methode  erhaltenen  Störongs- 
ausdriicke  nur  f&r  eine  verhältnissmässig  kurze  Zeit  eine  wirUiche 
Annäherung  an  die  wahren  Werthe  der  Störungen,  und  die  trigono- 
metrische  Form  der  Störungen  kann  aus  diesem  Grgnde  .anich  yom 
praktischen  Gesichtspunkte  hier  vortheilhaft  sein.    Wir  wollen  uns 
deswegen  mit  der  letzteren  Methode  allein  beschäftigen. 

Wir  wollen  zuerst  die  Coefficienten  (0^  t)  und  [0,  t]  in  einer 
für  die  numerische  Rechnung  mehr  geeigneten  Form*  schreiben.  Ei 
ist  nämlich 


k^^nA^, 


I.- 'i 


wo  n   die   mittlere  Bewegung  des  kleinen  Planeten  ist     Folglich 
hat  man 


(8) 


(0,  t)=5|-^naj5i(a,  a^, 
[0,  «]  =  i^»a^,(a,  «i), 


wo   wir  beachten,   dass   aB^   imd   aB^   nur  von   dem    Ferhältmss 
zwischen  a  und  a^  abhängen. 

Wir  haben  Mher  bequeme  Formeln  zur  Berechnung  dieser 
Grössen  abgeleitet  §  3  (9> 

Aus  der  Theorie  der  seeularen  Störungen  der  grossen  Planeten 
sind  die  Ausdrücke  für  ^.,  17^,  p^  und  g^  bekannt  Mit  den  Bezeich- 
nungen des  neunten  Paragraphen  war  nämlich 
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(9) 
und 


IMe  Grössen  s^,  . . . ,  «^  waren  sämmüicb  positiv,  die  Grössen 
a^j  ...,  cr^  sämmtlich  negaÜT.  Die  Werthe  der  Coefficienten  M 
und  N  in  dem^  Planetensystem  sind  im  genannten  Paragraphen  an- 
gegebeii  und  ebenso  die  Werthe  von  s^,  (t^  ß^  und  8^  (t  =»  1, 2,  . . .,  n). 

Setzt  man  die  Werthe  (9)  und  (9*)  in  (7)  nnd  (7*)  ein,  so 
nehmen  diese  Gleichungen  folgende  Form  an: 


(10) 


und 


(i(f) 


*M  +  2 -^rSinC*,* +  /?,), 


« • 


n 


iM. 

d[q\  . 


n 


*l>]-2-^rC0«(«',<  +  /'^» 


r«: 


WO 


(11) 


< 


(0,  i), 


^,  =  ±  (0, 0  N(\ 


(12) 


Die  Integrale  dieser  G-leicbongen  lanten: 


[|]  =  2C08(     Ä<+^  +  2-T^C08(»,< +  /?,), 
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und 

O]  =(7co8(-  bt  +  D)  +  g-^^co8(a,/+  ^^, 


(12*) 


-  [y]  =  Cani-bt  +  D)  +  ±^-^mi{<r^t+S,). 


Hier  bedeuten  Aj  JB,  C,  D  die  Integrationsconstanten. 

Die  Qrdssen  [0,  t]  und  (0,  t)  hängen  nnr  yom  Abstand 
des  Planeten  von  der  Sonne  ab.  Nach  (11)  ist  dies  auch  mit  den 
Grössen  b,  E^  und  F^  der  FalL  Die  Gleichungen  (12)  zeigen  nun, 
dass  die  Coefficienten  in  den  Integralen,  wenn  wir  von  dem  ersten 
Glied  absehen,  für  jeden  Abstand  von  der  Sonne  einen  bestimmten 
Werth  haben.  Wir  wollen  ihr  Verhalten  bei  verschiedenen  Werthen 
dieses  Abstandes  näher  untersuchen. 

Die  Coefficienten  B^  {a,  a^  sind  nach  §  2  (8)  durc^h  die  folgende 
Formel  definirt: 


Nach  dieser  Definition  haben  dieselben  für  jeden  Werth  von  a 
mit  Ausnahme  von  a  =  a^,  einen  endlichen  und  positiven  WeriL 
Für  a  =s  a^  ist  d&t  Werth  dieser  Coefficienten  unendlich  gross. 

Hieraus  folgt,  dass  auch  b,  E^  und  F^  für  jeden  Werth  f&r  a 
endlich  sind  mit  Ausnahme  der  Werthe  a^cu^j  a^a^j  ..., 
a^  a^^  fbr  welche  diese  Grössen  unendlich  gross  werden.  Wenn 
man  also  die  a-Werthe  auf  einer  Linie  als  Abscisse  aufträgt,  und 
die  entsprechenden  Werthe  einer  der  Grössen  b^  E^  oder  F^  als 
Ordinaten  senkrecht  hierzu^  so  werden  die  so  entstandenen  Curven 
sich  den  Linien  a^a^,  a^Og,  ...,  a  =  ^n  ^^  beiden  Seiten 
asymptotisch  nähern. 

Die  Coefficienten 

^'        und        ^' 


6  —  5r  h  •{-  ür 


erhalten  indessen  für  diese  Abstände  endliche  Werthe,  Die  Grössen 
b,  E^  und  F^  werden  nämlich  gleichzeitig  unendlich  gross,  und  man 
erhält: 
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lim  ^—  =  if  (0, 


Hm  -.-|^  =  iV;(0, 


80  dass,  indem  man  sich  einem  Abstände  nähert,  in  welchem  ein 
grosser  Planet  —  m^  —  vorhanden  ist,  die  Ausdrücke  für  die  secn- 
laren  Elemente  sich  den  folgenden  Werthen  asymptotisch  nähern: 


[|]  =  Jcos(     if  +  i?)  +  2  ^/^co8(«,<  +  /9,), 


-.[!;]  =  Jsin(     bt  +  B)  +  -2^^"^  ^{^t  +  ß;j, 

[p]  =  Ccos(-  *^  +  Z>)  +  2  K^'^^^iPrt  +  *,), 
-  [y]  =  C8in(-.  i^  +  i?)  +  2^r^^«n((r,<+  <y,), 

oder,  wenn  man  sich  der  Ausdrücke  (9)  und  (9*)  erinnert^ 

[fl  «  Jcos(  bt+B)  +  ^,, 
-[i7]=>i<sin(     Ä^  +  ^-f;^, 

0]«Ccos(-Äf+2^+;>„ 
-[j]  ==Csin(-i<+2^-?,; 

man  würde  also  dann  ftbr  den  betrefifenden  kleinen  Planeten 
dieselben  Ausdrücke  für  die  secularen  Elemente,  wie  f&r  den 
grossen  Planeten  m^  erhalten  bis  auf  das  willkürliche  Glied 
J  cos  (4  <  +  -B) ,  J  sin  (Ä  ^  +  J)  u.  s.  w. 

Obgleich  also  die  Coefficienten  in  den  analytischen  Ausdrücken 
für  die  secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten  alle  endlich  sind 
fCü"  solche  Abstände,  die  mit  den  Abständen  der  grossen  Planeten 
zusammenfallen,  so  folgt  daraus  nicht,  dass  die  Bahnen  der  kleinen 
Planeten  für  solche  Werthe  als  stabil  zu  bezeichnen  wären. 

Die  Grösse  b  in  dem  willkürlichen  Glied,  die,  wie  unten  ge- 
zeigt wird,  durchschnittlich  mit  dem  Werth  der  mittleren  Bewegung 
des  Perihels  und  der  mittleren  rückläufigen  Bewegung  des  Knotens 

Chabukb,  Mediaiilk  des  mmmelt.  I.  27 
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zusammenfällty  wird  nämlich,  wie  wir  gesehen  haben,  für  die  ge- 
nannten Abstände  unendlich  gross ,  und  die  mittlere  Bewegunff  des 
Perihels  und  diejenige  des  Knotens  wächst  aho  über  alle  Grenzen, 
wenn  man  sich  diesen  Abständen  nähert.  In  dieser  Weise  hat  man 
sich  die  Zerstörung  solcher  Planetenbahnen  zu  denken,  bei  denen 
durch  die  schnelle  Bewegung  des  Perihels  und  des  Knotens  bald 
ein  Zusammenstoss  mit  dem  grossen  Planeten,  oder  wenigstens  eine 
so  grosse  Annäherung  an  denselben  stattfinden  muss,  dass  die  Bahn 
des  kleinen  Planeten  eine  ydllige  Umgestaltung  erfährt.  Selbstver- 
ständlich müssen  die  periodischen  Störungen  dabei  auch  eine  grosse 
Bolle  —  oder  gar  die  Hauptrolle  —  spielen. 

Die  Coefficienten  in  den  Ausdrücken  f&r  die  secularen  Störungen 
werden  unendlich  gross,  wenn  der  Abstand  von  dem  Centralkörper 
einen  solchen  Werth  hat,  dass  b  gleich  einer  von  den  Qrössen 
s^{r=  1,  2,  . . .,  n)  oder  —  a^(r  =  1,  2,  . . .,  n)  wird.  Wir  wollen 
diesen  Fall  in  dem  folgenden  Paragraphen  näher  untersuchen. 

Die  Grössen  [0,  t]  und  (0,  i)  und  b  sind  von  Nob£n  und  Raab 
tabulirt  worden.^  Aus  ihren  Tafeln  entnehme  ich  die  folgende 
Zusammenstellung  der  Werthe  von  b  für  unseres  Planetensystem. 

Tafel  IV. 


a 

b 

a 

b 

a 

b 

1.60 

82''.681 

2.60 

49".819 

8.60 

158^086 

1.70 

22  .752 

2.70 

54  .744 

8.70 

182  .125 

1.80 

28  .094 

2.80 

60  .864 

8.80 

211  .477 

1.90 

24  .816 

2.90 

67  .797 

8.90 

247  .832 

2.00 

27  .114 

8.00 

75  .692 

4.00 

298  .620 

2.10 

29  .814 

8.10 

84  .784 

4.10 

852  .416 

2.20 

82  .882 

3.20 

95  .160 

4.20 

429  .665 

2.80 

86.  827 

3.30 

107  .263 

4.30 

588  .994 

2.40 

40.  180 

8.40 

121  .425 

2.50 

44.  490 

8.50 

188  .146 

^  Gustaf  Nosiir  und  Siofsd)  Raab:  ,yHül£stafehi  zur  Berechnong  der 
secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten'^  Meddelanden  Mn  Lands  Obser- 
vatoriam,  Ser.  XX,  Nr.  2. 
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Setzen  wir  in  (12)  und  (12*)  die  Werthe 

[|]  =      eooßnf       [p]  ==      sintcosfl, 
[17]  =  —  ^  sin  ;i ,       [?]  =  —  sin  %  sin  fl 

ein,  und  benutzen  die  Bezeichnungen 

m 

b  +  ar  ~      " 


so  ist 


(13) 


«cos;r 
«sin  ;r 


und 


(IS*) 


sintcos.fi 
sint  sini2 


Jco8(    bt  +  B)  +  ^G^co8{s^t  +  ß;j, 

Ccos  (-*  t+  U)  +  ^H^coB  {a^t+  *J, 
Csin(-i/  + i))  +  2Ä^sin  ((r^<+ *J. 


Die  Integrationsconstanten  A^  JB,  C,  J)  werden  in  der  Weise 
bestimmt,  dass  man  in  den  obigen  Gleichungen  einen  bestimmten 
Werth  für  die  Zeit  einsetzt  Setzt  man  i^O,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 


(14) 


und  ebenfalls 


Jsin^=      ^O^^O       "^^r^  ßr» 


(14*) 


Ccos  -D  =  sin  i^j  cos  ß^  —  2  ^r  ^^  *r  > 
CsinD  =  sin^,  sinß^  —  2^7^ sin  S^, 


^0  ^o>  ^o>  ^>  ^^^  "^0  ^^  Werthe  der  Elemente  des  kleinen  Planeten 
f&r  /  ==  0  bezeichnen. 

Nun  sind,  wie  man  leicht  findet,  die  Grössen  0^  und  H^  im 

Allgemeinen  von  derselben  Grössenordnung  wie  die  Excentriciläten 

und  Neigungen  der  grossen  Planeten.    Aus  (14)  und  (14*)  folgt  dann, 

21* 
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dass  A  und  C  von  der  Orössenordnung  der  Excentricitäten  und  der 
Neigungen  der  kleinen  Planeten  sind.  Da  durchschnittlich  diese 
letzteren  yerhältnissmässig  grösser  als  die  entsprechenden  Qrössen 
f&r  die  grossen  Planeten  sind,  so  folgt  also,  dass  Ä  und  C  für  die 
meisten  Planeten  grösser  als  G^  und  H^  sind,  und  eine  nähere 
Untersuchung  zeigt,  dass  für  die  grosse  Mehrzahl  der  kleinen 
Planeten  die  Ungleichheiten 

(15)  l^l>2l<^rl, 

im  \o\>'E\ffr\ 

bestehen. 

Es  lässt  sich  nun  hieraus  eine  interessante  Folgerung  ziehen. 
Sind  nämlich  die  Ungleichheiten  (15)  und  (15*)  erfüllt,  so  weiss 
man  nach  der  Analyse  des  §  6,  dass  n  die  mittlere  Bewegung  &, 
und  ii  die  mittlere  Bewegung  —  b  besitzen  muss.  Die  mitüere 
Bewegung  des  Perihels  eines  kleinen  Planeten  und  die  mittlere 
Bewegung  des  Knotens  auf  der  unveränderlichen  Ebene  sind  also 
der  Grösse  nach  gleich  b.  Die  mitÜere  Bewegung  des  Perihels  ist 
positiü,  diejenige  des  Knotens  dagegen  rückläufig. 

Da  man  nach  (14)  und  (14*)  die  Coeffidenten  Ä  und  C  positiv 
wählen  kann,  so  gelten  die  Gleichungen 

ji=s      bt  +  B  +  P^, 
ß  =  -Ä^  +  i>  +  Pj, 

wo  Pj  und  P,  periodische  Grössen  bezeichnen,  die  beide  numerisch 
kleiner  ab  90^  sind. 

Sehen  wir  von  dem  Planeten  JSros  ab,  der  innerhalb  der  Mars- 
bahn liegt,  so  liegen  die  bekannten  Asteroiden  in  einem  Abstand 
zwischen  1.95  und  4.30  von  der  Sonne.    Der  innerste  Planet  ist 

(m^  Rungariaj   dessen   halbe  grosse  Achse  a  gleich  1.946  ist,  und 

der  äusserste  ist  (m)  Thule  mit  a  =  4.263.     Nach  der  Tafel  findet 

man  somit^  dass  b  zwischen  25".82  und  488".26  liegt  Der  durch- 
schnittliche Werth  der  mittleren  Bewegung  des  Perihels  und   des 
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Knotens  der  kleinen  Planeten  ist  also  bedentend  grösser  ab  die 
entsprechenden  Grössen  f&r  die  grossen  Planeten.  Wie  aus  Tafel  lY 
ersichtlich  ist,  besitzt  b  zwischen  Jnpiter  und  Mars  einen  Minimal- 
werth,  der  für  a  =  1.73  eintritt  und  gleich  22".55  ist 

Anders  verhält  es  sich  indessen  f&r  diejenigen  Planeten,  f&r 
welche  die  Ungleichheit  (15)  oder  (15*)  nicht  stattfindet  Ist  im 
Besonderen  eine  von  den  Grössen  6^  —  sagen  wir  Ö^,  welche  für 
den  grössten  Theil  des  Gebietes  den  grössten  Goefficienten  be- 
zeichnet —  seinem  numerischen  Werth  nach  grösser  als  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  der  übrigen,  inclusive  A,  so  dass  also 

(16)  \Gr\>^  +  ^\0,\, 

SO  muss  nach  §  6  das  Perihel  eine  mittlere  Bewegung  gleich  s^  be- 
sitzen. Es  findet  dann,  wie  man  sagt,  lAbration  statt  zwischen  dem 
kleinen  Planeten  und  Jupiter.    Man  hat  dann 

(16*)  n^8,t  +  ß,  +  P^ 

oder 

(16**)  n^M,t  +  ß,  +  \%Q^  +  P^, 

wo  P3  und  P^  periodische  Grössen  bezeichnen,  die  kleiner  als  90^ 
sind,  und  zwar  gilt  die  Formel  (16*),  wenn  Oj  positw  ist,  die 
Formel  (16**)  dagegen,  wenn  G^  einen  negativen  Werth  hat  Nach 
§  9  ¥dssen  wir,  dass  für  Jupiter  die  Gleichung 

n^^8^t  +  ß^  +  P^ 

stattfindet,^  und  folglich  wird  die  mittlere  Lage  des  Perihels  des 
kleinen  Planeten  f&r  alle  Zeiten  mit  der  mittleren  Lage  des  Perihels 
Jupiters  zusammenfallen,  wenn  G^  positiv  ist,  dagegen  würde 
die  mittlere  Lage  des  Perihels  des  kleinen  Planeten  mit  der 
mittleren  Lage  des  Aphels  Jupiters  übereinstimmen ,  wenn  G^ 
einen  negativen  Werth  haben  sollte.  Für  die  bis  jetzt  bekannten 
kleinen  Planeten  —  Eros  vielleicht  ausgeschlossen  —  ist  G^  positiv. 


^   Ich   werde  mit  P<  («  >■  1,  2,  . . .)  eine  periodische  Functioii  verstehen, 
die  numerisch  kleiner  als  90^  bleibt 
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Für  kleine  Planeten,  die  hinreichend  nahe  an  Mars  liegen, 
kann  unter  Umständen  auch  eine  Libration  mit  Saturn  stattfinden, 
ein  bemerkenswerther  Fall  in  der  Mechanik  des  Himmels. 

Für  die  mittlere  Bewegung  des  Knotens  gelten  ähnliche  Be- 
trachtungen. Wie  schon  aus  §  9  bekannt  ist,  findet  eine  Libration 
zwischen  Jupiter  und  Saturn  in  der  Enotenlänge  statt;  es  können 
auch  kleine  Planeten  vorhanden  sein,  welche  an  dieser  Idbrations- 
bewegung  theilnehmen.  Wir  wollen  diesen  Fall  im  nächsten  Para- 
graphen untersuchen. 

Durch  eine  Änalysis,  die  ich  hier  übergehe/  habe  ich  ge- 
funden, dass  eine  Libration  im  Perihel  (mit  Jupiter)  bei  folgen- 
den Planeten  zu  vermuthen  ist,  nämlich: 

40  Harmonia  286  Iclea 

117  Lomia  292  Ludovica 

147  Protogeneia  800  Geraldina 

189  Phthia  888  Budrosa 

196  Phüomela  857  [1893  J] 
205  Martha 
215  Oenone 

Möglicherweise  kann  eine  Libration  noch  bei  einigen  anderen 
kleinen  Planeten  stattfinden.  Um  zu  untersuchen,  wie  es  sich  mit 
den  obigen  Planeten  verhält,  hat  man  die  Werthe  der  Coefficienten 
&^ ,  . . . ,  O^  und  der  Integrationsconstanten  Ä  und  B  zu  berechnen. 
Man  kann  sich  zu  dem  Zweck  der  folgenden  Tafel  von  Newcomb' 
bedienen,  die  zwar  mit  Leyebrieb's  Werthen  für  die  secularen 
Störungen  der  grossen  Planeten  berechnet  ist,  und  ausserdem  nur 
zwischen  a  =  2.2  und  8.2  die  Coef&cienten  giebt,  jedoch  hier  als 
hinreichend  genau  zu  betrachten  ist 


^  Meddelanden  Mn  Lunds  ObBervatoriom,  Nr.  12. 

'  „On  the  secular  yariations  of  the  orbits  of  the  Asteroids'^     Memoirs 
of  the  American  Acad.,  New  Series,  Vol.  V. 
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Wie  man  findet,  sind  die  Goef&cienten  G^,  G^,  G^  die  grössten. 
Wenn  die  übrigen  yernachläasigt  werden,  erhält  man  ftLr  die  genannten 
Planeten  folgende  Werthe  fllr  G^,  G^j  G^.  Aus  (14)  sind  ausser- 
dem die  Integrationsconstanten  Ä  und  JB  berechnet    (Siehe  Tabelle 

S.  425.) 

Man  findet,  dass  für  alle  diese  Planeten  der  Coefificient  G^ 
grösser  als  A  ist  und  auch  grösser  als  die  anderen  Goefficienten. 

Für  die  drei  Planetoiden  (u^  Protogeneia,  ^^  Phthia  und  (m)  Martha 

ist  G^  grösser  als  die  Summe  der  anderen  Coef&cienten.  Diese  drei 
Planeten  besitzen  also  LibratUm  in  der  Perihellänge,  d.  h.  die  Länge 
des  PeriheU  dieser  drei  Planeten  weicht  ruemals  mehr  als  90^  von 
der  Länge  des  Perihek  Jupiters  ab.  Die  mittlere  Bewegung  des 
Perihels  wird  hier  gleich  s^,  oder  3".717,  während  für  andere 
Planeten,  die  sich  in  demselben  Abstand  von  der  Sonne  be- 
finden, die  mittlere  Bewegung  gleich  b  und  also  bedeutend 
grösser  ist. 

Was  die  anderen  Planeten  betrifft,  welche  in  der  obigen  Zu- 
sammenstellung vorkommen,  so  muss  der  Werth  ihrer  mittleren  Be- 
wegung des  Perihels  —  wenn  überhaupt  eine  existirt  —  vorläufig 
als  unbekannt  betrachtet  werden.  Derselbe  fällt  jedenfalls  nicht 
mit  b  zusammen. 

§  12.   Die  secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten.   Fortsetzung. 

Wir  haben  oben  darauf  aufinerksam  gemacht,  dass  der  Coeffi- 
cient  G^  unendlich  wird,  wenn  der  Abstand  von  der  Sonne  einen 
solchen  Werth  hat,  dass  für  ihn  die  Grösse  b  gleich  s^  wird. 
Ebenfalls  wird  H^  unendlich,  wenn  b  gleich  —  a^  wird.  Wir  haben 
gefunden,  dass  b  zwischen  Mars  und  Jupiter  den  Minimalwerth 
b^  =  22".55  besitzt  Da  Sj  gleich  22".46  und  kein  «^  (r  =  0,  1,  . . .,  7) 
einen  grösseren  Werth  hat,  so  können  die  Goefficienten  G^  niemals 
zwischen  Mars  und  Jupiter  unendlich  werden.  Bei  den  Neigungs- 
gliedem  liegt  die  Sache  anders.  Hier  ist  a^  =  —  25".93,  und  also 
numerisch  grösser  als  b^.  Der  Nenner  in  H^  kann  also  verschwinden, 
und   zwar  tritt  dies  ein,   wie  man  aus  der  Tafel  von  Noran  und 
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Raab  im  Anhang  findet,  wenn  der  Abstand  von  der  Sonne  gleich 
1.951  ist 

Wir  wollen  einen  solchen  Abstand,  ftir  welchen  ein  Nenner  der 
Coefficienten  0^  oder  H^  verschwindet,  als  einen  kritischen  Abstand 
bezeichnen. 

Würde  man  nur  die  Glieder  von  dem  zweiten  Grade  in  der 
Störongsfunction  betrachten,  so  würde  man  also  zu  dem  Besultat 
gelangen,  dass  die  secolaren  Störungen  für  diese  kritischen  Abstände 
unendlich  gross  werden. 

Anders  liegt  indessen  die  Sache,  wenn  man  die  höheren  Glieder 
in  der  Störungsfunction  berücksichtigt  Es  wird  sich  in  der  That 
dann  zeigen,  dass  die  secularen  Störungen  in  diesen  kritischen  Ab- 
ständen einen  endlichen  Werth  haben.  Statt  dessen  findet  man 
aber,  dass  in  der  Nähe  des  kritischen  Abstandes  ein  singulärer 
Punkt  liegt,  in  dem  die  Störungen  zwar  nicht  unendlich  gross  werden, 
doch  hohe  Werthe  bekommen  können,  und  wo  ausserdem  der  C!oef- 
ficient  H^  plötzlich  von  einem  negativen  zu  einem  positiven  Werth 
überspringt 

Indem  wir  setzen 


(1) 


X  s  tgtsin  Üf 
y  =  tgtcos  Si, 


erhalten  wir,  wenn  die  Glieder  dritten  Grades  berücksichtigt  werden, 
folgende  Dififerentialgleichungen  ^ 


(2) 


^47  +  yt*-^(*"  +  y')]=     2^.cos((r.^  +  5.) 


4f-^[*-c(ar«+y«)]=-2^.«i^(^.'+*.). 


und  hier  ist 


(2^  ,.2i=5|!=(2*™  +  0, 


^  Veigleiche  einen  AnfSsats  vom  Verf.:     „Snr  les  points  singalieis    des 
in^galit^  s^culaires  des  petites  planötes.'^    Bulletin  Astronomique  1900. 
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wo  b^.  und  b^^  Laplagb'8c1i6  Goefficienten  sind,  die  durch  folgende 
Beihenentwickelung  definirt  sind: 

««*'(«*-  2aa^co8  9)  +  a,^-'  =  |i/0)  +b^^^^cosq>  +  b}^)cos2^  +  . .  . 

Es  ist  nicht  nothwendig,  das  allgemeine  Integral  von  (2)  au£zu- 
suchen.  Es  genügt  in  der  That  das  Verhalten  des  Integrals  in  der 
Nähe  des  kritischen  Abstandes  zu  betrachten,  und  zu  dem  Zweck 
hat  man  nur  ein  particuläres  Integral  aufzufinden ,  das  Air  c  =  0 
mit  dem  Ausdruck  (12*)  im  vorigen  Paragraphen  zusammenfällt 

Wenn  a  diejenige  Grösse  bezeichnet,  welche  zu  einem  kritischen 
Glied  in  dem  Integral  Veranlassung  geben  kann,  so  genügt  es  also, 
folgende  Gleichungen  zu  betrachten 


(3) 


(4) 


Diese  Gleichung  besitzt  offenbar  das  particulAre  Integral 

y  =  Jrcos(<r^+  S)^ 


und  zwar  können  wir  hier  dem  Coeffidenten  K  die  Bedingung  auf' 

erlegen  j   dass   er,   wenn  c  gegen  NuU  geht,   sich  ohne  Sprunge  dem 

Orenzwerth 

F 
b  +  ff 
nähern  soll. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (8)  erhalten  wir  eine  und  dieselbe 
Bedingungsgleichung  für  K,  nämlich 

(5)  ffK+Kib-'cK^^F. 

Die  Grössen  &,   c  und  F  sind  bekannte  Functionen  des  Ab- 
standes des  kleinen  Planeten  von  der  Sonne. 
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Für  einen  solchen  Werth  des  Abstandes  —  a  —  f&r  welchen 

d.  L  in  einem  Ponkt,  den  wir  kritisch  genannt  haben,   erhält  man 
aus  (5) 

(6) 

und  man  sieht,  dass  K  einen  endlichen  und  bestimmten  Werth  in 
diesem  Punkte  hat 

Indessen  hat  man  den  singulären  Punkt  nicht  hier  zu  suchen. 
Man  findet  ihn  vielmehr,  wenn  a  einen  solchen  Werth  hat^  dass 
die  Gleichung  (5)  eine  doppelte  Wurzel  besitzt 

Wenn  man  setzt 


(7*) 


b  +a 

-r —  =  X 
Se 

F 


2c 


=  Ä, 


so  lautet  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  K: 
(7)  ir»-3xir-2Ä  =  0, 

welche  Gleichung  eine  Doppelwurzel  besitzt,  wenn 

Wir  bezeichnen  den  Werth  von  a,  fiir  welchen  diese  Gleichung 
erftült  ist,  mit  a^.    Wenn  nun 

dann  ist  x'  >  X^  und  die  Wurzeln  von  (7)  sind  alle  reell  und  ver- 
schieden. Wenn  dagegen  a  <  a^ ,  so  ist  x'  <  A*,  und  die  Glei- 
chung (7)  hat  nur  eine  reelle  Wurzel. 
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Wir    wollen    nun   ontersachen,    was   flLr    eine    von    den    drei 

reellen  Wurzeln,  im  vorigen  Falle,  in  7 —   übergeht^    wenn  c  der 
Null  sich  nähert 

Die  drei  Wurzeln  sind  durch  die  Formel 

(8)  jf  ==  2  Vx  cos -?^t|^      {p=.0,l,2) 

gegeben,  wo 

(8*)  <^<'  =  ^- 

Wird  mit  0^  der  kleinste  positive  Werih  bezeichnet,  den  man 
aus  der  obigen  Gleichung  (8*)  für  0  erhält,  so  haben  also  die  drei 
Wurzeln  K^,  K^  und  Ä,  die  Werthe 

JE,  =2V57co8^, 

Jr3  =  2l/57cos(|+120<^), 

iE3  =  2y5'cos(^+240®). 

Da  das  Zeichen  fEbr  F  beliebig  gewählt  werden  kann,  können 
wir  immer  annehmen,  dass  d^  <  90^. 

Betrachten  wir  nun  die  Werthe  dieser  Wurzeln  f&r  ver- 
schwindende Werthe  von  c.  Aus  den  Formeln  f&r  x  und  X  folgte 
dass  cos  0  gegen  Null  abnimmt,  wenn  c  verschwindende  Werthe  an- 
nimmt, und  man  hat  ftir  kleine  Werthe  von  c 

öo  =  9oo-/-yr, 

wo  f  eine  endliche  und  positive  Grösse  bezeichnet 

Es  folgt  nun,  dass  K^  und  K^  unendlich  wachsen,  wenn  c  gegen 
Null  abnimmt,  und  dass 

limi,  =  rz-' 

Es  ist  also  die  Wurzel  JT,,  welche  man  hier  zu  wählen  hat, 
um  die  Grösse  K  zu  repräsentiren,  wenn  a>  ci^^. 
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Indem  a  sicli   dem  WerÜie  a^   nähert,  nähert   sich    Oq    dem 
Werihe  Null  und  K^  bekommt  den  Grenzwerth  —  yi  oder,  was  hier 

dasselbe  ist,  —  }n 

Wenn  wir  dagegen  die  einzige  reelle  Wurzel  betrachten,  welche 
die  Gleichung  (7)  flir  a  <  a^  befriedigt^  so  ist  ihr  Werth 

(9)  JT«  ix  +  yjjzr^'i»  +  [Ä  -  yi»^:^*'«. 

Im  Besonderen  erhält  man  f&r  a  ==  o^  (also  auch  X^  »  x') 

In  der  Nähe  des  singularen  Punktes  a^  hat  also  der  Coefficient  K 
folgende  bemerkenswerte  Eigenschaft: 

Für  a  <  a^  hat  K  den  Werlh  (9),  der  für  a  =  a^  in 

übergeht;  indem  a  den  Werth  o^  überschreitet^  wechselt  K  das  Zeichen 
und  wird  ausserdem  auf  die  Hälfte  reduciri.  Für  a  >  a^  ist  X  durch 
die  Formel 

(10)  Z  =  2  y^cos  (y  +  240  A 

bestimmt,  wo  0  den  kleinsten  positiven  Winkel  bezeichnet,  welcher  der 
Gleichung 

(lO*)  cos  ö  =  ^ 

gemgt 

Der  singulare  Punkt  ist  ako  ein  ünstetigkeitspunkt  für  den 
Goefficienten  K. 

Wollen  wir  diese  Resultate  auf  das  Planetensystem  anwenden, 
so  hat  man  die  numerischen  Werihe  der  Grössen  F,  b  und  c  zu 
ermitteln.  Nach  der  Tafel  von  Nbwgomb  hat  man  für  Fj,  nm 
welchen  Goefficienten  es  sich  hier  handelt,  die  folgenden  Werthe: 
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a 

F, 

2.2 

-  O'MTÖS 

2.4 

-  0  .2192 

2.6 

-  0  .2788 

2.8 

-  0  .8456 

8.0 

-0  .4209 

8.2 

-  0  .6467 

Wir  haben  hier  das  Zeichen  f&r  F  negativ  gew&hlt  um  einen 
positiven  Werth  fEbr  jl  zn  bekommen. 

Der  singulare  Ponkt  liegt,  wie  wir  bald  finden  werden ,  im 
Abstand  a^  =  2.05.  Aus  der  obigen  kleinen  Tafel  wird  man  finden, 
dass  man  ohne  merkbaren  Fehler 

F^  -(yM5 

setzen  kann,  und  diesen  Werth  habe  ich  zur  Berechnung  von  x  und 
X  benutzt 

Indem  ich  nur  die  Störungen  von  Jupiter  und  Saturn  in  Be- 
tracht gezogen  habe,  habe  ich  folgende  Werthe  f&r  b  und  c  in 
der  N&he  des  kritischen  Punktes  erhalten: 


a 

b 

e 

b  +  ffj 

1.821 

21^.54 

21^.58 

-4^89 

1.878 

22  .80 

28  .61 

-8  .18 

1.926 

24  .16 

26  .04 

-1  .78 

1.977 

25  .54 

28  .61 

-0  .89 

2.029 

27  .00 

81  .89 

+  1  .07 

2.081 

28  .62 

84  .41 

+2  .59 

2.181 

80  .10 

87  .67 

+4  .17 

2.188 

81  .76 

41  .17 

+  5  .88 

Hier  ist  a^  gleich  ~25''.98  angenommen. 

Für  a  =3  1.99  erh&lt  man  &  +  a,  —  0.    Es  ist  dieser  Abstand, 
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auf  den  Leyebbieb  sich  bezieht,  indem  er  äussert:^  ^^s  giebt 
zwischen  Jupiter  und  der  Sonne  eine  Stelle  so  beschaffen,  dass, 
wenn  eine  kleine  Masse  sich  dort  befände,  die  sich  in  einer  Bahn 
mit  kleiner  Neigung  bewegte,  dieselbe  sich  von  ihrer  ursprünglichen 
Bahn  entfernen  und  eine  grosse  Neigung  gegen  die  Ebene  der 
Jupiterbahn  erhalten  würde  durch  die  Störungen  dieses  Planeten 
und  diejenigen  Satums/'  Durch  die  Berücksichtigung  der  Glieder 
dritter  Ordnung  wird  diese  Behauptung  insofern  modificirt,  dass 
erstens  der  fragliche  Punkt  etwas  mehr  entfernt  von  der  Sonne 
liegt  (wir  werden  gleich  finden,  dass  der  singulare  Punkt  für  a^  =  2.05 
getroffen  wird),  und  dass  zweitens  die  Schwankungen  in  der  Neigung 
innerhalb  ziemlich  enger  Grenzen  liegen. 

Für  X  und  l  erhält  man  folgende  Werthe: 


a 

X 

l 

X«-x» 

1.821 

-0.0678 

+0.00348 

+0.0003  239 

1.873 

-0.0442 

+0.00318 

+0.0000  964 

1.925 

-0.0228 

+  0.00288 

+0.0000  201 

1.977 

-0.0045 

+0.00262 

+0.0000  070 

2.029 

+0.0114 

+0.00239 

+0.0000  042 

2.081 

+0.0251 

+0.00218 

-0.0000110 

2.131 

+0.0367 

+0.00199 

-0.0000  463 

2.183 

+0.0472 

+0.00182 

-0.0001  019 

Die  Lage  des  singulären  Punktes  ist  unmittelbar  aus  der  letzten 
Columne  ersichtlich.  Der  entsprechende  Werth  von  a  ist  o^  =  2.05. 
Man  findet,  dass  dieser  Punkt  nicht  mit  dem  kritischen  Punkt  zu- 
sammenfällt, obgleich  er  sich  wenig  davon  entfernt 

Die  Werthe  von  K,  welche  dem  singulären  Punkt  (a^)  ont- 
sprechen,  dnd 

i:«- 0.1326        and 

Z  =  +  0.2652 ., 


>  Annales  de  rObserratoire  de  Paris.  T.  n. 
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Der    letztere    Werih   entspricht   einer  Neigung   von    14^.8,    wenn 
man  von  der  ursprünglichen  Neigung  der  Planetenbahn  absieht. 

Die  WerÜie  von  K  in  der  Nähe  des  singnlären  Punktes  sind, 
nach  den  Formeln  (9)  und  (10),  die  folgenden: 


a 


K^^K 


^. 


1.821 
1.873 
1.925 
1.977 
2.029 
2.081 
2.181 
2.183 


+0.0340 
+0.0472 
+  0.0774 
+0.1470 
+0.2384 
-0.0610 
-0.0364 
-0.0258 


+0.2997 
+0.3498 
+  0.3877 


0.2388 
0.3130 
0.3627 


4  0J0 


Ich  gebe  in  der  beistehenden  Fig.  28 
einegraphische  Darstellung  dieser  Werihe,  ^ozo 
die  eine  klare  Vorstellung  von  dem  Ver- 
halten des  Integrals  in  der  Nähe  des  ^^^ 
singulären  Punktes  giebt 

Durchmustert    man    das  Verzeich- 
niss    der   kleinen  Planeten,    so    findet 
man   unter   den    bis   jetzt    entdeckten 
Asteroiden  zwei,  die  in  der  Nähe  dieses  -^^^ 
singulären  Punktes  liegen.    Der  eine  ist 

der  interessante  Planet  (^  Hungaria» 

im  Abstände  a  =  1.946  von  der  Sonne,  -®^ 
und  auf  der  anderen  Seite  des  singu- 
lären Punktes   liegt  der  Planet  1898  C, 
für  welchen   man   indessen  nur  Kreis- 
Elemente  besitzt,    und   der  nach  seiner  Entdeckung   nicht   mehr 
beobachtet  worden  ist 

Chabubb,  Meebanlk  des  Himmtli.  L  28 


.a20 


Fig.  28. 
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BeispieL  Wir  wollen  die  obigen  AnBeinandersetznngen  auf  den  Pla- 
neten uskn  Hnngaria  anwenden,  indem  wir  dabei  nur  den  Einflnsa  der  Pla- 
neten Jupiter  und  Saturn  in  Betracht  ziehen. 

Nach  §  9  sind  die  secolaren  Störungen  von  Jupiter  und  Saturn  durch  die 
folgenden  Formeln  gegeben,  wenn  nur  die  drei  grossen  Glieder  mitgenommen 
werden: 

%  sin  »0^  cosi^o^  =  +  0.001199  coe(-  0".6617  t  +    20»  31')  + 

+  0.000879  cob(-  2".9161  /  +  ISS^'öe')  + 

+  0.006301  cos  (-25".9346 1  +  306»  190 1 

1^  sin  i;^  cosÄo^  =  +  0.001158  cos(-  0".6617  t  +    20»  81')  - 

-  0.000718  cos(-  2".9161  i  +  133»  560  - 

-  0.015693  cos  (-25".9346  t  +  306«  190  • 

Hieraus  soll  man  nun  die  Werthe  von  J^,  F^  und  F^  berechnen, 
sind  nach  §  11  (11)  durch  die  Formel 


Diese 


gegeben.    Für  die  Coeffidenten  (0,  «)  erhfilt  man  nach  den  Tafeln  von  Nob6n 
und  Raab  (a  »  1.9466)  die  Werthe: 

(0.5)  -  23".765 , 

(0.6)-    0".9882, 
und  hieraus 

F5  -  +  0".0296 , 

j;  «  +  0".0202 , 
Fy  =  +  0".1350 , 

so  dass  die  Differentialgleichungen  (2)  nun  lauten: 


(11) 


dx 


^  +  y[6-o(«»  +  y«)] 


0".0296  cos  (-  0".6617  i  +  20«  81')  + 
+  0".0202  cos  (-  2".9161 1  +  133'>  560  + 
-  0".1350  cos(-25".9846  <  +  126»  190 , 


dy^ 
dt 


+  « [6  -  0  («•  +  y«)]  =  -  0".0296  sin  (-  0".6617  t  +    20«  310  ~ 

-  0".0202  sin(-  2".9161 1  +  138«  560  - 
+  0M850  sin(-25".9846  /  +  126«  190- 
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Hier  habe  ich  das  Zeichen  des  letsten  Gliedes  gewechselt  and  gleichzeitig 
das  Argument  am  180*  verkleinert,  um  l  positiv  zu  erhalten. 

Den  Werth  von  o  kann  man  ohne  grösseren  Fehler  der  oben  gegebenen 
Tafel  entnehmen,  in  welchem  Falle  man  bekommt: 

0  =  27M4 . 

Ein  kleiner  Fehler  in  dem  Werth  von  h  ist  aber  von  grossem  Einfloss 
aaf  das  Resultat  and  man  that  deswegen  goX^  diese  Grösse  aas  der  genauen 
Formel 

zu  berechnen,  indem  man  also  hier  auch  den  Einfluss  der  übrigen  Planeten 
berücksichtigt,  von  denen  hier  Mars  und  die  Erde  merkbare  Zuschüsse  zu  h 
geben.  Man  bekommt  in  der  That  (0.4)  «  0''.48  und  (0.8)  «  O^'.öl.  Indem  also 
alle  Planeten  berücksichtigt  werden,  erhält  man  aus  der  Tafel  von  Nob^n  und 
Raab  (Anhang.    Taf.  III). 

b  -  25''.884. 

Würde  man  bei  der  Integration  der  Gleichungen  (11)  die  Glieder  dritter 
Ordnung  vemachUssigen,  so  würde  das  Integral  lauten^ 

f  tg  t  Bin  Ä  =  Csin  (-  6  ^  +  Z>)  +  0.00118  sin(-  0".6617  i  +    20»8lO  + 

+  0.00088  sin(-  2".9161 1  +  138»  56')  + 
+       K      sin(-25".9846 1  +  126«  19') , 
tg i cos.ß  -C7co8(— 6^  +  2>)+  U.S.W.I 


(12) 


wo  JT  s  +  1.850  ist,  und  man  würde  in  der  Neigung  eine  Störung,  welche  mehr 
als  58  ^  betrfigt,  erhalten.  Da  indessen  hier  der  Unterschied  zwischen  b  und  —  a, 
nur  0".100  beträgt,  so  ist  dies  Resultat  als  völlig  illusorisch  zu  betrachten. 

Nennt  man  K  den  wahren  Werth  des  Coefficienten  des  letzten  Gliedes 
in  den  Ausdrücken  (12),  so  ist  nach  (7) 

iS:»-8xJr-  2X  =  0. 

Für  X  und  X  bekommt  man  nach  (7*)  die  Werthe 

X  a  -  0.001228 , 
X  »       0.002487 . 


*  Für  den  Fall,  dass  o-  +  6  genau  gleich  Null  ist,  ist  die  Form  des  Inte- 
grals von  Idman  a.  a.  0.  gegeben  worden. 

28  ♦ 
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Da  X*  grösaer  als  »*  ist,  so  hat  die  Gleichung  f&r  K  eine  emcige  reelle 
Wurzel  I  welche  man  mittelst  (9)  berechnen  kann.  Da  indessen  n  in  diesem 
Falle  sehr  klein  ist,  so  genügt  es,  die  Formel 

jr-(2i)V.=  -y^ 

ZU  benutzen.    Diese  giebt 

K^  +  0.1707 , 

abo  einen  Werth,  der  fast  achtmal  so  klein  ist,  wie  der  aus  den  Gliedern  erster 
Ordnung  erhaltene  Werth. 

Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  C  und  D, 
Aus  der  Tafel  von  Psuandsb  (Anh.  11)  über  die  Elemente  der  kleinen  Pla- 
neten auf  die  unveränderliche  Ebene  bezogen,  erhftlt  man 

lo  =    22»  Ol , 
Si^  -  178».29 , 

wo  die  Knotenlänge  auf  das  Aequinoctium  1900.0  bezogen  ist    Die  Zahlen  von 

Stookwxll  beziehen  sich  auf  das  Aequinoctium  und  die  Epoche  1850.0  und 

man  hat  also  in  (12)  ^  «  50  zu  setzen. 

Wir  finden 

(7=  +     0.3283, 

D  =       208M6 

und  es  wird  also  für  (töi)  Hungaria,  wenn  die  kleinen,  mit  0.00118  und  0.00086 
multiplicirten  Glieder  vernachlässigt  werden, 

tgismSlm  0.8289  sin  (-25^884  i  +  202^58) 
+  0.1707  sin(-25".985^  +  125«.97), 

tgicosS^m  0.8289  cos  (  -  25".884 1  +  202^58) 
+  0.1707  cos  (-25^.985  /  +  125^.97) . 

Es  findet  also  für  diesen  Planeten  eine  Ldbration  mit  Jupiter  und  Saturn 
nicht  statt 

Die  Neigung  variirt  zwischen  den  Grenzen: 

Kleinster  Werth  der  Neigung        9^0, 
Grösster        „        „  „  26^6. 
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Tafel  L 

Erläuterungen. 

Die  auf  die  anyeränderliche  Ebene  bezogenen  Elemente  der 
grossen  Planeten  sind  nach  Psilaiideb  a.  a.  0.  gegeben.  Die  Ele- 
mente coq,  r,  Q^^  und  ^  sind  der  Tafel  von  Psilakdeb  direct  ent- 
lehnt und  beziehen  sich  auf  das  Aequinoctium  1900.0.  Die  übrigen 
Elemente  sind  dem  Berliner  Jahrbuch  1900  entnommen.  Die  Epoche 
ist  f&r  Uranus  und  Neptun  1860  Jan.  0.0,  für  die  übrigen  Planeten 
1860  Jan.  1.0.  Hinsichtlich  der  Bezeichnungen  verweise  ich  auf  die 
Erläuterungen  zu  Tafel  IL 

Elemente  der  grossen  Planeten. 


M 

9> 

n 

loga 

S  Merkur  .  .  . 

252»  0'33".9 

11*61' 58".7 

14782".41967 

9.5878  214 

9  VenuB  .  .  . 

116  3  8  .0 

0  28  81  .5 

5767  .66982 

9.8593  866 

S  Erde.  .  .  . 

0  23  83  .0 

0  57  89  .4 

3548  .19286 

0.0000  006 

<r  Mars  .... 

110  21  89  .7 

5  21  4  .5 

1886  .51881 

0.1828  982 

2).  Jupiter  .  .  . 

148  6  2  .7 

2  45  56  .5 

299  .12836 

0.7162  168 

^  Satem  .  .  . 

284  45  27  .9 

.  3  12  51  .7 

120  .45465 

0.9802  194 

S  Uranns  .  .  . 

218  33  53  .4 

2  39  25  .7 

42  .23079 

1.2837  100 

U  Neptun  .  .  . 

291  48  7  .8 

0  29  12  .5 

21  .53802 

1.4787  884 

«0 

r 

^ 

• 

S  Merkur  .  .  . 

41«  8'59".9 

288«  7'25".0 

84»50'  8".8 

6«20'57".5 

9  Venus  .  .  . 

76  1  35  .8 

307  26  14  .6 

54  8  57  .9 

2  11  15  .1 

8  Erde  .... 

174  7  35  .9 

180  13  17  .0 

286  56  0  .8 

1  85  19  .4 

G    Mars .... 

338  8  33  .7 

249  9  47  .2 

355  52  80  .5 

1  40  43  .8 

2|.  Jupiter  .  .  . 

55  37  40  .0 

210  16  35  .6 

816  59  19  .0 

0  19  54  .4 

t^    Saturn  .  .  . 

327  17  21  .8 

16  48  30  .6 

123  31  14  .0 

0  55  48  .7 

S  Uranus  .  .  . 

220  19  40  .5 

204  18  38  .2 

311  1  21  .5 

1  1  49  .9 

U  Neptun  .  .  . 

210  24  8  .0 

86  52  0  .2 

198  84  48  .5 

0  43  24  .8 

Tafel  IL 

Erläuterungen. 

Die  EHemente  der  kleinen  Planeten,  auf  die  unTeränderliche 
Ebene  bezogen,  sind  nach  Psilandeb  (Meddelanden  Mn  Lands  Ob- 
servatorium Nr.  16)  gegeben.  Die  Elemente  (Oq,  F,  ii^  nnd  t^  sind 
der  Tafel  von  Psilandeb  direct  entlehnt  Die  übrigen  Elemente 
sind  dem  Berliner  Jahrbnch  1902  entnommen.  Die  Buchstaben  haben 
hier  folgende  Bedeutung.    Es  ist 

m^  =s  diejenige  Grösse  (Helligkeit),  welche  der  Planet  in  seiner 
mittleren  Entfernung  a  von  der  Sonne  und  der  gleich- 
zeitigen Entfernung  a  —  1  von  der  Erde   haben  würde; 
Jlf  =:  die  mittlere  Anomalie  des  Planeten  zu  der  angegebenen 

Epoche; 
if    =3  der  Excentridt&tswinkel  («  «  sin  9); 
n    :=  die  mittlere  Bewegung; 
a    «=  die  halbe  grosse  Achse; 
(Oq  =  Abstand  des  Perihels   vom    ftufeteigenden    Knoten    der 

Planetenbahn  auf  der  unveränderlichen  Ebene; 
r  =s  Abstand  des  aufisteigenden  Knotens  der  Planetenbahn  auf 
der  unveränderlichen  Ebene  vom  absteigenden  Knoten 
der  Ecliptik  auf  der  unveränderlichen  Ebene; 
Qq  s=  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Planeten- 
bahn auf  der  unveränderlichen  Ebene ,  bezogen  auf  das 
mittlere  Aequinoctium  1900.0.  [Wird  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  der  unveränderlichen  Ebene  auf 
der  Ecliptik  1900  mit  11  bezeichnet,  so  ist  also  £1^=^  F 

+  n']. 

i^    =  die  Neigung  der  Planetenbahn  gegen  die  unveränderliche 

Ebene. 
(o    =^  Abstand    des  Perihels  vom    aufsteigenden   Knoten    der 

Planetenbahn  auf  der  Ecliptik. 
a    =  0)  —  0}^. 
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Tafel  U. 

_ 

Kummer  nnd  Name 

m. 

Epoche  nnd 
OscoIatioD 

M 

9 

1.  Cttres 

7.4 

1900  Juli 

24.0 

162*36'    3' 

.6 

4»30'U".9 

2.  Pallu    .    . 

8.0 

1900  Juli 

24.0 

153  58  40 

.2 

19  44  16  ß 

3.  Juno     .    . 

B.7 

1900  Oct 

4.0 

330  58  64 

.7 

14  64  14  .4 

i.  Vwta    .    . 

e.fi 

1899  Oct 

9.0 

119  38  30 

.0 

6      7     1  .2    1 

6.  ABtnea  .    . 

9.9 

1698  Sept. 

11,0 

224     4     1 

.2 

11      1     6  .S 

e.  Hebe     .    . 

a.5 

1900  Juli 

3.0 

284  20  20 

.1 

11   35     3  .1 

T.Iris    .    .    . 

8.4 

1900  Jan. 

0.0 

9     6  20 

.1 

13  20  60  .2 

8.  Flow     .    . 

6.9 

1346  Jan. 

1.0 

35  52  49 

.3 

9      0  54  .4 

9.  Metia      .     . 

6.9 

1858  Jani 

30.0 

57     4  34 

.7 

7      5     2  .4 

10.  HygUea      . 

e.& 

1898  Deo. 

20.0 

291  20  17 

.9 

6   53  27  .8 

11.  Pftrthenope 

».a 

1900  Hai 

24.0 

292  39     8 

.6 

5  46     3  .4    1 

12,  Victoria     . 

9.1 

1651  Jan. 

0.0 

66     2  S9 

.9 

12  S8  44  .9 

13.  Egeri«   .    . 

9.7 

1850  Jan. 

0.0 

210  46  84 

.3 

4  69  47  .3 

14.  Irene      .     . 

9.7 

1698  Oct 

1.0 

160  47  B4 

.9 

9    SO  51  .3    ' 

16.  Eimomia    . 

8.6 

1654  Jan. 

0.0 

123     5  31 

.5 

10  41  32  .2    : 

16.  Psyche  .     . 

9.6 

1899  Jnli 

27.0 

301     1  83 

.0 

1   SO   18  .3 

n.  Thetia    .    . 

10.1 

1900  Oct 

31.0 

112  63  10 

.3 

1  83  55  .8 

18.  Melpomene 

9.3 

1854  Jan. 

0.0 

80     4  37 

£> 

12  34  20  .2 

19.  Fortana 

9.8 

1900  Mftn 

25.0 

126  89  18 

.8 

9     9  40  .0    , 

S.S 

1899  Hin 

29.0 

76  24  22 

.5 

8   11  46.  2 

21.  Lutetia.    . 

10.1 

1859  Jan. 

8.0 

74  80     6 

.1 

9  19  44  ^ 

22.  Kalliope     . 

9.8 

1898  Oct 

1.0 

96  34  37 

.0 

5  3S  S4  .E    ' 

23.  Thalia  .    . 

10.5 

1900  Jan. 

3,0 

337     2     2 

.1 

13  82  59  .4     ; 

24.  Themis.     . 

lO.S 

1897  Dec. 

35.0 

40  55     3 

.7 

7  50  16  .S 

25.  PhocKa     . 

10.S 

1898  Aug. 

2.0 

7  21  83 

.6 

14  39  21  .4 

26.  PrOBerpina 

10.5 

1853  Juni 

11.0 

351     6  55 

.6 

5     0  31  .3 

27.  Euterpe      . 

9.7 

16T3  Jan. 

5.0 

90  32  27 

.0 

10     0  56  .0 

28.  Bellona      . 

10.1 

1898  Sept 

11.0 

256  21  43 

.7 

8  38  64  .6     1 

9.0 

1855  Jan. 

0.0 

198     1  40 

.2 

4  15  25  ^     j 

30.  Urania  .    . 

9.9 

1890  Juni 

5.0 

239  61  48 

.5 

1  21      5  .1 

Sl.  EuphrosyDe 

11.0 

1899  Oct 

15.0 

327     7  12 

.3 

18  62  34  .1 

S2,  Pomona      . 

10.8 

1855  Jan. 

0.0 

223  54  39 

.3 

4  45  43  .1 

83.  Polyhymnia 

11.B 

1900  J&D. 

0.0 

137  40  51 

.3 

19  41   13  .8 

84.  Circe      .     . 

11.5 

1897  Dae. 

5.0 

288  24  37 

.6 

e      4  35  .9 

85,  Leukothea. 

n.2 

1898  Sept 

11.0 

127  21  98 

.2 

12  42  36  .2 

Elemente  der  kleinen  Planeten. 
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n 

log  a 

«0 

r 

^ 

«0 

771".2414 

0.4418  775 

74*41' 23".0 

329«  38'  43".7 

76«  21' 27' 

M 

9n3'25".8 

768 

.6565 

0.4428  495 

306  41  16 

.8 

68  15  2  .5 

174  57  45 

.8 

34 

3  53  .7 

813 

.8826 

0.4263  143 

238  5  22 

.5 

70  30  10  .9 

177  12  54 

.2 

12 

24  45  .8 

977 

.6889 

0.3732;089 

149  16  6 

.8 

355  54  12  .1 

102  36  55 

.4 

5 

33  17  .6 

858 

.1895 

0.4109  489 

840  47  50 

.7 

47  26  5  .2 

154  8  48 

.6 

4 

7  59  .6 

989 

.1860 

0.8848  366 

283  20  11 

.6 

35  26  35  .6 

142  9  18 

.9 

18 

28  50  .8 

962 

.5828 

0.3777  123 

135  43  5 

.4 

159  87  22  .3 

266  20  5 

.6 

6 

55  33  .6 

1086 

.3382 

0.3426  943 

281  8  1 

.6 

5  47  59  .3 

112  30  42 

.7 

4 

18  7  .4 

962 

.3890 

0.3777  857 

15  10  32 

.6 

809  48  12  .7 

56  30  56 

.1 

4 

27  8  .1 

639 

.1669 

0.4962  621 

308  42  13 

.4 

179  21  51  .5 

286  4  34 

.8 

5 

23  59  .2 

923 

.2874 

0.3897  798 

184  8  22 

.6 

27  48  37  .3 

134  26  20 

.7 

3 

9  44  .3 

994 

.8347 

0.8681  389 

58  85  37 

.1 

136  56  42  .0 

243  39  25 

.4 

9  28  28  .7 

857 

.9451 

0.4110  815 

82  9  16 

.2 

292  12  11  .4 

38  54  54 

.7 

15 

52  58  .2 

851 

.4287 

0.4132  389 

96  5  3 

.2 

336  15  16  .2 

82  57  59 

.6 

7 

35  3  .2 

825 

.4550 

0.4222  090 

94  54  28 

.9 

186  54  37  .6 

293  37  20 

.9 

18 

18  51  .7 

710 

.5554 

0.4656  058 

196  25  2 

.6 

73  25  27  .7 

180  8  11 

.0 

2 

13  14  .7 

912 

.9107 

0.3930  522 

130  38  13 

.2 

25  26  49  .9 

132  9  33 

.2 

4 

8  12  .1 

1020 

.1198 

0.3609  032 

218  2  29 

.5 

50  52  58  .1 

157  35  41 

.5 

9 

4  26  .9 

;  980 

.1666 

0.3876  305 

141  26  16 

.1 

142  45  26  .0 

249  28  9 

.3 

2 

28  53  .1 

949 

.0005 

0.3818  268 

195  24  6 

.9 

158  21  1  .2 

265  3  44 

.6 

1 

50  1  .0 

983 

.5544 

0.8865  780 

269  15  53 

.5 

311  46  40  .5 

58  29  23 

.9 

1 

47  38  .2 

714 

.4288 

0.4640  817 

356  39  16 

.2 

315  15  31  .5 

61  58  14 

.9 

12 

83  19  .9 

833 

.5369 

0.4198  879 

62  20  45 

.5 

314  51  58  .9 

61  34  42 

.2 

9 

2  12  .5 

640 

.5990 

0.4956  138 

186  8  20 

.7 

209  47  24  .8 

316  30  8 

.1 

1 

31  38  .9 

954 

.0992 

0.3802  754 

84  48  32 

.3 

111  14  45  .8 

217  57  29 

.2 

22 

8  20  .6 

819 

.6847 

0.4242  399 

216  40  38 

.0 

273  43  28.  0 

20  26  11 

.4 

3 

7  52  .0 

986 

.6944 

0.3705  493 

77  10  51 

.6 

264  31  16  .2 

11  13  59 

.6 

0  20  53  .0 

765 

.9782 

0.4438  601 

831  37  36 

.9 

44  49  7  .4 

151  31  50 

.8 

8 

10  7  .6 

869 

.0852 

0.4073  128 

72  23  25 

.8 

237  46  47  .2 

344  29  80 

.6 

6 

49  10  .0 

975 

.3144 

0.8739  080 

92  58  83 

.4 

192  17  89  .8 

299  0  23 

.1 

8 

37  20  .2 

635 

.0803 

0.4981  187 

63  52  39 

.8 

281  54  57  .5 

28  37  40 

.8 

26 

5  51  .9 

852 

.5880 

0.4128  449 

319  21  45 

.5 

127  50  51  .6 

234  33  34 

.9 

6 

18  18  .5 

731 

.7057 

0.4571  184 

10  37  8 

.4 

226  0  15  .0 

332  42  58 

.4 

2 

38  51  .0 

805 

.6011 

0.4292  575 

810  8  36 

.3 

94  53  54  .8 

201  36  38 

.1 

5 

21  43  .6 

683 

.6866 

0.4767  663 

215  0  27 

.8 

239  82  55  .0 

846  15  88 

.8 

8 

58  8  .5 

■Difü  II. 


Nummer  und  Name 

"o 

Epoche  und 
Uscnlatioii 

X 

9 

3G.  Atalante  .... 

12.0 

1899  Hai       8.0 

n»*ari2".i 

17"  2«'  \r.\i 

87.  fldee  .    . 

10,4 

1900  HSra     5,0 

78  37  65  .9 

10   15     7  .8 

88.  Lada  .    . 

11.4 

1897  Febr.    8.0 

31  62  32  .7 

8  53  45  .4 

89.  Lsetilda    . 

9.5 

1887  Jan.    19.0 

111  43  50  .9 

e   23  16  .8 

9.2 

laes  Jan.     0.0 

186  48  19  .4 

2  40  13  .6 

41.  Daphne    . 

10.5 

1886  Dec    30.0 

278     7  19  .3 

15   27  11  .7  i 

4S.  iBiB.      .      . 

10.4 

1901  Min  80.0 

320  37  25  .4 

12  50  33  .S   ; 

43.  Ariftdne  . 

10.0 

1897  Oct      6.0 

80  15  48  .4 

9  38  32  .«  , 

44.  NyM   .    . 

9.8 

1891  April    1.0 

101   29  32  .1 

S  48  10  .S 

4S.  Engeni«  . 

10.7 

1890  Nov.    12.0 

ISO     7  31  .7 

4   44  11  .5   ' 

46.  Heetia.    . 

10.6 

1900  Hfira     5.0 

185  43  16  .4 

9  S5  3«  .S   1 

47.  Aglifl-a      . 

11.2 

1B9S  Dec.    20.0 

193  12  16  .1 

7  42  46  .5   1 

48.  Doris  .     . 

10.9 

1890  Sept   13.0 

277     3     7  .4 

8  30  18  .7   [ 

49.  P«leB  .     . 

11.0 

1898  Min  15.0 

1S3     1     8  .6 

12  62  28  .4 

80.  Virgina    . 

11.7 

1890  April     6.0 

193     9  42  .2 

1$  45  &8  .0 

81.  Nemaiua. 

9.8 

1889  Not.   17.0 

254  8S  48  .1 

8  61  23  .3 

B2.  Enropa     . 

10.3 

1891  April    1.0 

66  39  83  .0 

6  81  44  .8 

63.  Kalypao  , 

11.6 

1898  Sept  11.0 

262  39    8  .8 

11   56  45  .7 

64.  Alexandra 

10.9 

1884  Äng.    Ift.O 

316  55  13  .5 

11   31  49  .2 

GS.  Pandortt   . 

10.8 

1886  Jan.    22.0 

263  33  12  .6 

8  18  se  .3 

G6.  Melete 

11.3 

IBOO  Dec.    10.0 

152  34  12  .0 

13  84     3  .3 

10.7 

1897  Juni    29.0 

281     1   17  .6 

6  49  86  .3 

11.8 

1865  Jan.      7.0 

21  24     4  .2 

2  26  21  .8 

69.  Elpia   .    . 

10.9 

1865  Jan.      7.0 

334  18  67  .1 

a  44     2  .7 

SO.  Ecbo   ,     . 

11.1 

1897  Oct      6.0 

878  15  82  .8 

10  34  22  .7 

Sl.  Danae.    . 

11.0 

1900  April  14.0 

244  20  50  .4 

9  2»  88  .3 

es.  Erato  .    . 

12.3 

1677  Sept.   21.0 

358  43  44  .3 

10     6  47  ,4 

es.  Ansonia  . 

9.9 

1898  Febr.    3.0 

250  44     8  .6 

7   17  58  .7 

64.  Angelina. 

10,5 

1898  OcL       1.0 

239  38  51  .2 

7   17  69  .7 

8B.  Cybele     . 

11.0 

1900  Jnni    13.0 

0  34     S  .2 

5  51     5  .0 

66.  Maja    .    . 

12.2 

1897  Juli     18.0 

277  60  28  .5 

10     3  43  .4 

67.  Aria    .    . 

11.2 

1897  Dec     5.0 

201  20  öO  .1 

10  47  54  .5 

68.  Leto    .    . 

10.5 

1B98  April  24.0 

236  41   25  .3 

10  39  16  .0 

69.  Heaperia . 

10.7 

1889  Jan.      1.0 

182  62  57  .9 

9  39     2  .0 

70.  Panopsea . 

10,9 

1890  Dec.    22.0 

305  21   18  .5 

10  22  15  .9 

Elemente  der  kleinen  Planeten. 
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n 

Yoga 

Wo 

r 

s^. 

• 

«0 

777' 

.3458 

0.4395  950 

49«  2' 52" 

.5 

248*  2' 50" 

.8 

354« 45' 84^ 

M 

19*ir52".7 

826 

1 

.9450 

0.4216  867 

84  0  2 

.7 

286  17  10 

.3 

842  59  53 

.6 

8  41  25  .2 

781 

.8518 

0.4379  215 

167  59  45 

.0 

187  58  27 

.2 

294  41  10 

.6 

8  31  54  .9 

769 

.6407 

0.4424  791 

197  58  6 

.2 

58  5  31 

.3 

164  48  14 

.7 

9  26  40  .3 

1039 

.3358 

0.3555  000 

274  41  37 

.5 

340  1  32 

.4 

86  44  15 

.8 

2  44  14  .4 

j  770 

.8841 

0.4420117 

36  17  28 

.3 

77  88  53 

.7 

184  21  37 

.0 

15  30  40  .9 

!  930 

1 

.2275 

0.3876  117 

289  4  24 

.5 

332  49  22 

.7 

79  32  6 

.1 

7  7  83  .6 

1084 

.7577 

0.3431  159 

7  7  34 

.2 

164  52  35 

.4 

271  35  18 

.7 

4  58  5  .6 

941 

.7863 

0.3840  515 

824  16  19 

.8 

40  47  6 

.3 

147  29  49 

.7 

2  21  8  .5 

791 

.0695 

0.4845  280 

71  42  3 

.5 

52  22  12 

.7 

159  4  56 

.0 

5  30  2  .8 

884 

.5855 

0.4021  779 

188  37  10 

.9 

113  55  19 

.7 

220  38  3 

.0 

2  25  10  .2 

726 

.7211 

0.4590  926 

826  9  12 

.9 

241  16  40 

.6 

347  59  24 

.0 

5  34  31  .8 

645 

.5014 

0.4934  063 

237  29  0 

.0 

92  2  2 

.9 

198  44  46 

.2 

6  22  8  .1 

648 

.4580 

0.4920  854 

105  18  30 

.8 

181  58  19 

.4 

288  41  2 

.8 

4  48  81  .1 

828 

.5561 

0.4228  757 

163  5  12 

.9 

100  44  48 

.5 

207  27  31 

.8 

2  37  58  .9 

975 

.1598 

0.3789  540 

849  29  88 

.7 

78  8  2 

.1 

184  45  45 

.5 

9  80  20  .0 

651 

.8134 

0.4905  889 

880  1  28 

.6 

29  1  28 

.1 

135  44  11 

.4 

6  0  42  .8 

837 

.9945 

0.4178  437 

295  52  82 

.9 

51  7  1 

.8 

157  49  44 

•6 

8  58  42  .8 

795 

.5862 

0.4328  971 

345  3  59 

.7 

204  5  24 

.0 

810  48  7 

.3 

18  18  28  .6 

774 

.4612 

0.4406  713 

12  53  26 

.1 

252  22  4 

.6 

359  4  48 

.0 

7  82  88  .6 

846 

.1050 

0.4150  549 

89  49  57 

.8 

98  29  7 

.9 

205  11  51 

.2 

8  8  5  .0 

635 

.2903 

0.4980  229 

204  9  5 

.8 

99  5  26 

.6 

205  48  9 

.9 

15  22  1  .7 

799 

.5964 

0.4314  238 

10  18  12 

.9 

72  85  0 

.9 

179  17  44 

.3 

4  19  7  .0 

793 

.9788 

0.4334  651 

197  43  47 

.9 

74  15  8 

^ 

180  57  46 

.8 

8  8  0  .5 

958 

.2244 

0.8790  268 

248  20  51 

.8 

109  44  58 

.6 

216  27  86 

.9 

8  47  45  .8 

688 

.8554 

0.4747  959 

11  59  30 

.2 

224  11  38 

.4 

830  54  21 

.7 

19  21  16  .6 

642 

.5659 

0.4947  260 

236  47  14 

.3 

55  45  45 

.6 

162  28  29 

.0 

0  52  50  .3 

957 

.1671 

0.3793  459 

303  17  28 

.4 

220  57  7 

.7 

827  89  51 

.1 

6  58  26  .6 

807 

.9036 

0.4284  314 

186  47  26 

.6 

190  58  45 

.5 

297  41  28 

.9 

2  50  54  .2 

556 

.3938 

0.5864  162 

71  18  80 

.5 

78  37  12 

.5 

185  19  55 

.8 

2  47  57  .2 

824 

.7740 

0.4224  477 

65  SO  48 

.9 

236  16  89 

.6 

842  59  23 

.0 

8  40  2  .7 

942 

.3560 

0.3838  611 

88  57  14 

.8 

110  81  9 

.4 

217  13  52 

.8 

6  21  25  .0 

763 

.4868 

0.4448  033 

812  43  24 

.4 

287  6  8 

.4 

88  48  51 

.7 

7  21  41  .9 

689 

.6731 

0.4742  422 

278  55  57 

.5 

90  88  57 

.6 

197  21  40 

.9 

8  22  8  .2 

838 

.9960 

0.4174  978 

259  59  87 

.1 

294  81  9 

.0 

41  18  52 

.8 

10  58  81  .8 

TafilJl 


Nummer  und  Name 

M, 

Epoche  and 
Oscnlaliön 

Jf 

9 

^l.  NLobe 

10.7 

1898  Oet      1.0 

134«   2'10".3 

«•5T51'.8 

72.  Peronia 

11.2 

1897  Dec.    26.0 

166     4  16  .3 

6  se  42  .« 

73,  Klytia 

12.0 

1898  Aug.     2.0 

244  29  53  .1 

2  34     3  .9 

T«.  Galatea 

11.8 

1897  Febr.  28.0 

148     4  45  .2 

13  43     0  .6 

75.  Enrydice 

11.6 

1897  Oet     26.0 

32  23  13  .9 

17  45  42  .2 

76.  Preia  . 

12.0 

1000  Nov.    20.0 

333  40  15  .1 

9  44  Sl  .2 

77.  Frigga 

11.1 

1897  Oet       6.0 

331   13  52  .7 

7  38  43  .5 

7S.  Diana  . 

10.6 

1899  Sept    fl.O 

253  25     1  .6 

12     6     4  .7 

78.  Enrynome 

10.5 

1900  Mai     24.0 

188  49  51  .5 

11      0  31  .8 

80.  Sappho     . 

106 

1896  Oet.     11.0 

19  11  20  .1 

11   34  29  .9 

81.  Terpaichore 

11.8 

1897  Juli     18.0 

860  37     9  .1 

12  11   M  .3 

82.  Alkmene  . 

11.2 

1900  Sept  11.0 

236  55  47  .1 

12  51   55  .9 

83.  Beatrii 

11.3 

1891  Jan.    11.0 

295  16     6  .4 

4  61   24  .3 

84.  Klio     . 

11.3 

1897  April  29.0 

252  50     4  .7 

13  40     0  .3 

85.  lo    .     . 

10.9 

1889  Febr.  10.0 

180     9  35  .1 

11   10  38  .7 

8G,  Semele 

12.4 

1896  Mai      4.0 

203  33  24  .5 

12  46  6«  .1 

87.  Sylvia . 

11.9 

1898  April  24.0 

236  42  47  .7 

5  26  44  .6 

88.  ThiBbe 

lo.e 

1BB9  Dec.   27.0 

25  33  80  .8 

9  2«     6  .4 

89.  JoÜ»    . 

10.1 

1B99  Dm.   27.0 

237  15     2  .3 

10  33  2B  .3 

90.  Antiope 

ll.B 

1898  Aprü    4.0 

277  46  51  .5 

8  6S  22  .1     , 

Bl.  Aegina 

11.3 

1895  Oet     17.0 

301     7  37  .1 

6     5     9  .2    ' 

S2.  ündina 

10.0 

1896  Sept     1.0 

30  19  59  .7 

5  35  51  .8 

83.  Minerva 

10.8 

1897  Jan.    19.0 

213  22     8  .2 

8     1   65  .7 

94.  Aurora 

11.3 

1883  Jnli     12.0 

268     3     4  .3 

4  44  18  .3 

95.  Aretbuaa 

11.3 

1897  April  2B.0 

187  44  18  .9 

S  49  IS  .9 

96.  Aegle  . 

11.4 

1897  Sept  16.0 

182  59  36  .0 

7  30  S5  .3 

97.  Elotho 

10.6 

1898  Jan.    14.0 

21     4  31  .9 

14  51     9  .7 

98.  lanthe 

11.6 

1897  Nov.   15.0 

283  55  20  .7 

10  50  24  .7 

99.  Dike    . 

14 

ieS8  Juni     5.0 

850  36  11 

13  47  30 

100.  Uekate 

11.9 

1898  Jan.    14.0 

1G6  19  38  .0 

9  31   58  .6 

101.  Helena 

10.7 

1897  Aug.   27.0 

3  5S  38  .1 

8     l   10  .2 

102.  Miriam 

12.6 

189S  Juli    13.0 

319  11  42  .8 

14  44  31  .2     1 

103.  Hera    . 

10.2 

1897  Pebr.    8.0 

173  11   18  .3 

4  30  21  .3 

104.  KJymene 

12.2 

1897  Dee.    25.0 

35     9  64  .6 

8  32  48  .6 

105.  ArtemiB 

11.1 

1897   Ang.  27.0 

69  55  41  .8 

10     6  59  .0 

B3»menU  der  kleinen  Planeten. 
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NnmiDeT  und  Nun« 

«, 

Epoche  und 
OsoDlatioD 

U 

9 

106.  Dione 

11.3 

1900  April  14.0 

20**55' a8".9. 

»•3S-39".8 

107.  CamillK    . 

ii.a 

1891  April  21.0 

97     7  57  .4 

3  5«  39  jB 

lOB.  Hecuba    . 

11.1 

1900  Sept     1.0 

183  56  17  .6 

6     2  53  .0 

109.  PelicitM  . 

12.0 

1898  Jan.    14.0 

115  33  33  -5 

17   12  53  ja 

110.  Lydia..    . 

10.5 

1888  Febr.  16.0 

197  35  50  .6 

4  37  36  .1 

111.  Ate      .    . 

11.3 

1890  Ju.    16.0 
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US.  IphigenU 
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11.0 
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296     3  39  .4 

5      1   18  .0 

11.1 
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211  30     3  .4 

7  5S  3a  .8 
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10.4 
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832  S5  55  .4 

1   31   51  .9 

118.  Peitho      . 

10.8 
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10.6 

1898  Aag.     8.0 

314  33  84  .0 

4  43  49  .9 

130.  lAcbesis  . 

11.7 

1897  Nov.   15.0 

202  19  20  .3 

3  30     )  .0 

121.  Hennione 

11.2 

1900  Nov.  20.0 

57  33  29  .1 

T  5fl     0  J) 

123.  G«rd8  .     . 

ll.S 
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m.  Lumen     .... 

11.4 

1890  Aug.  24^0 

321»  2'54".7 

12'16'5T,4 

142.  PolanB     . 

12.2 

1896  Dee.    10.0 

211   12  47   .7 

7  44  10  ( 

H3.  Adria  .    . 

12.4 

1891  Oct    18.0 

160  45  41    .3 

4     B  20  i 

lU.  Tibilia     . 

10.7 

1888  Jnli     18.0 

299  54  28  .9 

13  28  14.3 

146.  Ädeona    . 

11.3 

1893  Aug.   22.0 

240  12  41   .7 

8  24  20* 

146.  Lncina     . 

11.1 

1899  Aog.     2.0 

89     1   10  .3 

3  89  14  .S 

147.  Protogeni» 

12.5 

1898  Sept  11.0 

348  52  28  .6 

2     2     8.6 

ue.  Galliii .    . 

11.0 

1900  Jan.    24.0 

60  23  35  .9 

10  42  16  .( 

148.  Hediiaa    . 

12.9 

1900  M»     24.0 

200     8  29  .0 

3  50  11  .• 

150.  Nowa  ,     . 

11.« 

1893  M&n     1.0 

156  86  25  .8 

7  20     7  ,1  , 

151.  Ahondantia 

11.7 

1896  Nov.   20.0 

26S  13  12  .2 

2    9    0  .: 

152.  Atalft  .    . 

12.2 

1839  Jan.    29.0 

27  31     7  .9 

4   12  12  .4 

153.  Hilda  .    . 

12.6 

1901  Jao.    19.0 

178  32  13  .6 

9  31     9  .!. 

154.  Bertba 

12.2 

1900  Jan.      4.0 

290  52  56  .2 

4  89     8  .! 

155.  SeyUa  .    . 

13.5 

1875  Nov.     8.5 

339     4  47 

U  49  2B 

156.  Xanthippe 

ii.a 

1875  Nov.   27.5 

286  31  33  .6 

15  17  23  .2 

157.  Dejauira  . 

14.7 

1875  Dee.    27.5 

840  48  39  .7 

12     8  59  .«  ' 

158.  KoronU    . 

12.3 

1898  Aug.    22.0 

278  50  53  .8 

3   17  38  .9 

15».  Aemilia    . 

12.3 

1897  Dac,      .5.0 

624  40  17  .3 

5  37  45  .3 

160.  Una      .     . 

11.B 

1897  Dee.    25.0 

33  30     8  .8 

3  45     8  .1 

161.  Äthor  .     . 

11.0 

IS96  Dee.    30.0 

142  39     1  .6 

7  57  23  .1  j 

162.  Laurentta 

12.3 

1S99  Sept    6.0 

815  30  54  .8 

10  31     5  .3 

163.  Erigoue    . 

12.1) 

1899  Aug.  17.0 

244     4  42  .0 

11      1     6  .2  j 

164.  Eva     .    . 

11.5 

1900  Febr.  13.0 

127  58  28  .1 

20  18  45  .1  1 

ll.l 

1897  April     9.0 

290  21  20  .7 

S  54  10  .6 
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1897  Jnni      8.0 

213  52  27  .9 

12  13   13  .9 

167.  Urdft    .     . 

13.0 

1898  Jan.     14.0 

197   17     5  .7 

1   59     3  .-  ' 

168.  SibyUa     . 

11.8 

1899  Mai     29.0 

218  22  50  .2 

4  31   54  .0 

169.  ZelU    .     . 

11.3 

1890  Aug.     4.0 

328     1     B  .8 

7  31  33  .7   1 

170.  Maria  .     . 

11.7 

1900  Nov.   20.0 

325  25  32  .4 

S  44  28  .B  1 

171.  Ophelia    . 

12.1 

1897  Oct       6.0 

286     0  17  .5 

6  38  28  ,6 

172.  BaucU     . 

10.4 

1B89  Juni    30.0 

316  43  41  .4 

«  32  18  .8 

173.  Ino.    .    . 

11.0 

1697  Jan.     19,0 

71   13  19  .6 

II  51  44  .e  : 

174.  Phaedra  . 

11.6 

1897  Oct.       6.0 

129  24  IQ  .1 

9  23  43  .8 

12.3 

1900  Mai     24.0 

359     »  23  .4 

11     7  48  ,8  1 

Elemente  der  kleinen  Planeten, 
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814' 

n 

loga 

«0 

r 

«. 

H 

'.6615 

0.4260  196 

57«56'  16' 

.6 

209«  0' 

3' 

'.4 

315<>42'46".7 

13*20'  22".0 

943 

.5246 

0.3835  023 

292 

8  29 

.1 

183  0 

55 

.0 

289 

43  88 

.3 

3  49  23  .3 

773 

.3958 

0.4410  699 

254 

6  47 

.5 

221  51 

40 

.2 

328 

34  23 

.6 

12  38  8  .6 

819 

.4849 

0.4243  104 

303 

41  56 

.1 

317  15 

22 

.8 

63 

58  6 

.2 

3  31  3  .7 

812 

.2212 

0.4268  915 

44 

27  12 

.2 

327  15 

44 

.3 

73 

58  27 

.6 

11  19  23  .7 

791 

.4186 

0.4344  003 

143 

57  8 

.7 

334  40 

14 

.5 

81 

22  57 

.8 

11  38  5  .3 

638 

.8069 

0.4964  247 

106 

42  10 

.1 

160  33 

8 

.2 

267 

15  51 

.5 

3  19  32  .1 

769 

.6223 

0.4424  860 

248 

33  48 

.6 

40  39 

41 

.6 

147 

22  24 

.9 

22  13  42  .8 

1105 

.8897 

0.3375  299 

157 

29  57 

.0 

144  10 

26 

.8 

250 

53  9 

.6 

1  15  0  .3 

689 

.2584 

0.4744  18 

114 

10  6 

.7 

133  28 

46 

.1 

240 

11  29 

.4 

2  53  48  .1 

850 

.8980 

0.4134  194 

145 

4  15 

.5 

278  12 

33 

.5 

24 

55  16 

.8 

6  3  3  .2 

637 

.2942 

0.4971  111 

49 

46  23 

.2 

287  33 

47 

.4 

34 

16  30 

.7 

11  39  1  .6 

449 

.9321 

0.5979  065 

45 

55  28 

.2 

ISO  24 

43 

.0 

237 

7  26 

.3 

8  47  52  .5 

622 

.4711 

0.5039  249 

165 

31  9 

.4 

286  39 

33 

.1 

33 

22  16 

.4 

20  24  1  .8 

713 

.7875 

0.4642  92 

45 

16  48 

290  33 

4 

37 

15  48 

13  26  26 

670 

.230 

0.4825  22 

263 

0  49 

.8 

146  30 

10 

.3 

253 

12  58 

.6 

8  44  52  .6 

854 

.8040 

0.4120  934 

49 

42  5 

.4 

310  22 

19 

.7 

57 

5  3 

.1 

10  56  53  .0 

730 

.4848 

0.4575  969 

135 

17  0 

.9 

177  47 

18 

.7 

284 

30  2 

.0 

2  34  58  .2 

647 

.4107 

0.4925  51 

322 

44  0 

.7 

37  27 

27 

.2 

144 

10  10 

.6 

4  44  49  .6 

787 

.7290 

0.4357  53 

67 

58  55 

.6 

241  25 

33 

.4 

348 

8  16 

.7 

4  21  13  .2 

967 

.0645 

0.3763  675 

301 

50  19 

.1 

262  3 

33 

.5 

8 

46  16 

.8 

9  8  12  .1 

676 

.5719 

0.4797  951 

121 

4  36 

.1 

276  27 

45 

.0 

23 

10  28 

.3 

5  41  54  .8 

976 

.7787 

0.3734  736 

277 

9  27 

.4 

71  48 

58 

.8 

178 

31  42 

.1 

4  2  35  .5 

831 

.0764 

0.4202  438 

283 

48  26 

.2 

329  5 

5 

.6 

75 

47  48 

.9 

23  2  0  .5 

641 

.1299 

0.4953  737 

344 

89  15 

.5 

195  18 

57 

.8 

801 

56  41 

.1 

12  48  23  .9 

806 

.7683 

0.4288  385 

258 

7  41 

.8 

26  5 

36 

.7 

132 

48  20 

.0 

10  35  18  .2 

736 

.5954 

0.4551  851 

76 

21  40 

.2 

104  31 

34 

.6 

211 

14  18 

.0 

1  56  47  .8 

571 

.6864 

0.5285  658 

157 

2  58 

.9 

119  52 

39 

.2 

226 

85  22 

.5 

5  10  59  .9 

979 

.6462 

0.3726  249 

345 

45  48 

.6 

234  36 

18 

.0 

341 

19  1 

.3 

6  16  42  .4 

869 

.2225 

0.4072  505 

167 

26  46 

.9 

193  15 

49 

.5 

299  58  32 

.8 

15  54  21  .0 

636 

.3859 

0.4975  241 

59 

41  40 

.7 

344  58 

52 

.9 

91 

41  36 

.3 

0  59  18  .8 

965 

.9899 

0.3766  893 

2 

87  29 

.5 

219  37 

25 

.0 

326 

20  8 

.3 

11  12  22  .4 

780 

.8006 

0.4383  110 

219 

58  40 

.7 

46  35 

4 

.8 

153 

17  47 

.6 

13  7  31  .9 

734 

.0156 

0.4562  Ol 

290 

57  42 

.1 

217  27 

48 

.8 

324 

10  82 

.1 

13  19  44  .7 

612 

.3316 

0.5086  799 

329  40  48 

.5 

250  37  37 

.7 

357  20  21 

.0 

3  19  48  .1 

29' 
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Tafei  U. 

Nummer  md  Namo 

•». 

Epoche  und 
OacQUÜon 

M 

» 

178.  IdniiDB     .... 

12.1 

1900  Nov.  20.0 

18'*26'4»".8 

10*  VH'ü 

177.  Inn»    .     .     . 

12.4 

1897  Jan.    19.0 

71   42  48  .0 

tS  32  54  J 

178.  Belisan«  .    . 

12.0 

1900  Oct    11.0 

115  12  44  .4 

2  28  sej 

179.  KIjtKninMtra 

11.5 

1897  Oct       6.0 

U  32  37  .3 

6  37    DJ 

180.  Ganunna.     . 

ia.3 

1899  Not.     5.0 

308  53  34  .6 

9  46  IT  .: 

181.  Enchftri»  .     . 

11,5 

1887  Ocl.     19.0 

306  49  3«  .6 

12  40  St  J 

1»2.  Elsa     .    .    . 

11.0 

1897  MKn  20.0 

102  51  45  .1 

10  50  31  .» 

183.  Istria  .    .    . 

12,6 

1900  Dec.    10.0 

15  47  41   .4 

20   19  2«  j 

184.  DejapeJB .    . 

12.4 

1901  USra  20.0 

1  33  52  .» 

3  24  S3  .1 

185.  Eimiko     .    . 

ia4 

1889  Aog.  29.0 

328     8     9  .8 

7  11   ex 

186.  Celnta      .    . 

11.4 

1897  Aug.  27.0 

2  39  38  .6 

S  41  21  J 

187.  Lamherta     . 

n.t 

1697  Ang.   27.0 

94  42  30  .1 

18  36  43  j 

188.  Menippe  .    . 

13.0 

1897  Sept.     1.0 

23     1  52  .2 

10   15  28  .«1 

18».  Phthia.     .     . 

11.5 

1900  Hai     24.0 

234  17  27  .2 

2     4  IB  4 

lao.  Ismen«     .    . 

12.0 

1900  JoU     28.0 

212  25  24  .5 

9   33  57  J 

191.  Kolga .    .    . 

12.0 

1697  Jnli     1B.0 

271  52  28  .4 

5   13     5  J) 

Itl2.  Naosikwi      . 

9.3 

1888  Juli     25.0 

324  20  18  .4 

H     B  22  .7  1 

193.  Ambroiia      . 

12.2 

1879  Mfira  2S.5 

68  48  35  .8 

16   34  58  .0 

IB*.  Prokne     .     . 

10.5 

1899  Jan.    29.0 

130      9  24  .2 

13   50  65  .7 

195.  Earykleia     . 

12.3 

1896  Not.   30.0 

289     6  35  .6 

2  25  31  .5 

196.  Pbilomela     . 

10.3 

1898  Not.    10.0 

81  59     4  .9 

1    10  59  A 

197.  Arete  .    .    . 

12.7 

1900  Jan.    24.0 

134  40     9  .5 

9   22  12  .S 

198.  Ampella  .     . 

11.1 

1901  Jan.    19.0 

146  88  12  .0 

13     6  24  .« 

199.  Byblia,    .    . 

12.4 

1900  Jan.      4.0 

227  27     1   .0 

10  17  26  .S 

200.  Dynamme    . 

11.0 

1889  Dec.    27.0 

30  58     9  .6 

7  42  34  .1 

201.  Penelope.    . 

11.9 

1897  Not.   16.0 

53     1   14  .6 

10  26  29  .0 

a02.  Chryael»  ,    . 

10.7 

1896  Not.  20.0 

296  12  57  .2 

5  51  45  .4 

203.  Pompeja  .    . 

11.7 

1899  Jan.      9.0 

«5  39     8  .6 

3  28  23  .« 

204.  Kallisto    .     . 

12.0 

1888  Not.     2.0 

140  55  19  .4 

9  51   34  .4 

205.  Martha     .    . 

12.7 

1886  Febr.  26.0 

139  40  10  .2 

1  54  54  .4 

206.  HereÜia   .    . 

12.0 

1887  Juni    21.0 

184  67  36  .2 

2  19  69  .B 

807.  Hedda      .    . 

11.9 

1898  Febr.    3.0 

290  15  16  .2 

1   39     3  .3 

208.  Lacrimou    . 

12.1 

1899  Not.  25.0 

315  23  43  .1 

0  54  11  .9 

309.  Dido    .    .    . 

11.6 

189T  Dec.    26.0 

222  33     3  .9 

3  46  49  .0 

210.  iMbella    .    . 

12.5 

1897  Oct.     26.0 

358  48  23  .3 

1     6  30  .8 

Ehmmt»  der  Idänen  Pianeien. 


n 

loga 

w, 

r 

r 

ß. 

H 

626".a82< 

0.5O21  529 

178' 32"  66' 

.6 

98»  3' 48' 

.8 

204''46'  32' 

.2 

28*51' 29".9 

768  .8406 

0.4427  802 

86  U  3 

.2 

209  48  6 

.1 

316  88  60 

.1 

2  35  28  .9 

918  .C627 

0.3912  652 

264  22  4 

.7 

262  0  46 

.9 

3.^8  43  30 

.2 

1  39  32  .2 

692  .8&78 

0.4729  08 

95  0  9 

.0 

151  56  2 

.7 

268  38  46 

.0 

9  9  44  .4 

190  .4812 

0.4347  501 

187  12  12 

.0 

169  59  48 

.2 

296  42  25 

.5 

2  24  44  .1 

843  .6438 

0.4942  856 

307  8  43 

.E 

41  24  16 

.8 

148  B  58 

.B 

IT  22  21  .6 

B44  .5132 

0.3831  990 

308  21  40 

.5 

859  50  33 

.9 

10«  33  17 

.3 

0  35  1  .0 

180  .6456 

0.4459  209 

280  14  1 

.0 

3S  5  12 

.4 

144  47  65 

.7 

25  10  11  .3 

622  .8844 

0.5038  904 

232  22  32 

.8 

200  18  18 

.8 

307  1  2 

■1 

2  32  28  .7 

782  .8646 

0.4375  466 

218  30  42 

.2 

50  2  62 

.5 

156  45  36 

.8 

22  11  27  .8 

977  .6884 

0.3732  337 

320  29  32 

.6 

281  10  41 

.6 

7  63  24 

.9 

13  20  12  .5 

785  .6152 

0.4365  311 

200  36  61 

.0 

257  6  13 

.6 

3  48  56 

.9 

10  39  9  .2 

772  .712 

0.4413  26 

61  35  58 

.6 

139  59  2 

.9 

246  41  46 

.2 

12  54  54  .5 

924  .2246 

0.3894  881 

149  31  47 

.0 

113  5  13 

.2 

219  47  56 

.5 

5  33  40  .1 

465  .1028 

0.5945  981 

271  21  62 

.5 

BS  5  34 

.7 

191  48  18 

.0 

6  47  49  .7 

720  .0641 

0.4617  60a 

817  26  50 

.7 

59  64  43 

.9 

166  37  27 

.2 

10  36  56  .0 

952  .4502 

0.3807  782 

37  26  11 

.3 

227  1  19 

.0 

833  44  2 

7  60  34  .8 

858  .2960 

0.4109  13 

86  18  49 

.8 

238  16  20 

.4 

344  59  3 

12  94  6  .8 

838  .1447 

0.4174  485 

168  25  n 

.9 

36  37  48 

.4 

163  20  31 

17  29  2  .4 

727  .0472 

0.4589  627 

130  20  27 

.2 

248  53  23 

.9 

355  36  7 

.3 

7  24  56  .0 

646  .2604 

0.4935  145 

246  14  3 

.6 

318  18  67 

.3 

65  2  40 

6  1  17  .2 

782  .8498 

0.4378  327 

348  36  39 

.9 

330  14  15 

.6 

76  56  58 

7  24  37  .8 

020  .1134 

0.3907  768 

84  47  52 

.8 

164  23  8 

.6 

271  6  B2 

10  49  69  .6 

629  .4802 

0.6006  831 

173  67  47 

.7 

341  8  29 

3 

87  61  12 

18  54  29  .7 

783  .2093 

0.4374  192 

89  40  26 

.2 

811  49  16 

.8 

318  ai  59 

a  12  38  .6 

809  .83*1 

0.4277  403 

162  8  10 

.1 

64  6S  48 

4 

171  39  31 

4  52  3  .0 

669  .4561 

0.4872  142 

349  0  37 

.1 

37  16  10 

0 

143  58  53 

7  30  39  .1 

783  .8637 

0.4371  774 

73  n  0 

.2 

222  26  27 

.5 

329  9  10 

4  11  27  .7 

812  .2343 

0.4268  836 

40  50  51 

.3 

109  30  15 

5 

218  12  58 

8  40  48  .1 

766  .9190 

0.4438  826 

164  15  51 

.7 

113  27  50 

6 

220  10  33 

11  11  56  .7 

782  .3654 

0.4377  35 

278  54  34 

.1 

60  10  31 

.9 

188  53  15 

2  42  31  .0 

1027  .H888 

0.3586  788 

214  39  45 

.2 

258  18  57 

1 

4  59  40 

3  48  32  .4 

721  .0839 

0.4613  553 

142  18  49 

.2 

222  4  59 

.3 

328  47  41 

2  36  48  .6 

636  .9545 

0.4972  854 

261  0  9 

.3 

244  0  15 

2 

350  42  58 

7  47  44  .4 

790  .0877 

0.4348  838 

27  42  44 

.7 

268  59  7 

.3 

15  41  50 

5  6  16  .6 

Nummer  nad  Name     I     a^ 


ZU.  ImUk. 

212.  Hede« 

213.  Ubea  . 
2M.  Aachen 

2 15.  Oenone 

216.  Kleopatr» 
ZIT.  Endo»    . 


224.  Oeetna  . 
22B.  BenrietU 

226.  WeriDgU 

S87.  FbiltMopbU 

22B.  Ag&tbe     . 

229.  Adeliod«. 

230.  Atfaunutia 

231.  Tindobon« 
382.  Ra«da 
233.  Aeterope  . 
334.  Birbara   . 

235.  Carolina  . 

236.  Honoria  . 
297.  CmlestiDa 
236.  HTpatia  . 
230.  Adnatea. 

840.  Vanadis  . 

841.  Gennaaia 
248.  Kriemhild 
24S.  Ida.    .    . 

244.  Sita     .    . 

245.  Vera    .    . 


"•• 

Epoche  m>d 
ÖKolaÜMi 

M 

• 

11 J 

IBM  Not.  26.0 

l'ltf    4" 

.0 

»•15'38".7 

12.2 

18»  Juli     28.0 

276     2  il 

.4 

6  40  4!  .2 

11.7 

1898  Febr.  23.0 

229  20  37 

.» 

8   19  49  .1 

12.1 

laST  Apnl    9.0 

71   25  5» 

.3 

1   55  49  .3 

12.8 

1891  Nov.     7.0 

55  44  1» 

.3 

2      1   15  .S 

10.1 

I8B6  Juni    26.0 

277     9  56 

.6 

14  31   20  .7 

13.1 

um  Hai       1.0 

296  55  48 

.4 

18      1     5  .3 

ll.-'i 

1S89  Oct      8.0 

134  31    18 

.9 

6  40     5  .1 

11.2 

1S89  Jan.    21.0 

130  33  20 

.7 

12  54  38  .9 

13.8 

1887  Jan.      0.5 

131   12  41 

.6 

14  53  43  .7 

11.2 

1889  Jnni    30.0 

322  54  24 

.2 

5  SO  34  .9 

12.1) 

1898  Jan.    14.0 

225  34  56 

.4 

8  27  39  J 

13.3 

1891  Dee.    17.0 

333  11   14 

.5 

6  57      1    « 

It.l 

1890  Febr.    5.0 

225  24  48 

.8 

2   25  51  .0 

18.7 

1897  Dec.     6.0 

107  58  34 

.0 

15   14  24  .« 

18.0 

1B91  Aug.  19.0 

SO  53  14 

11   43     4  .3 

12.» 

1896  Dec.    10.0 

283  51  88 

14.G 

1892  Nov.  21.6 

49  45  10 

13  55     0  .2 

18.5 

1900  Juni    13.0 

295  35  57 

8   16     3  .0 

io.a 

1897  Oct.    26.0 

U  22  17 

3  32  52  .8 

12.4 

1898  Nov.    10.0 

164  53  38 

8  5S  36  .2 

13.4 

IS9a  Dec,    20.0 

278  44  40 

9  52  51  J 

ll.Ü 

1897  Aug.    27.0 

3.^3  18  46 

5   49  43  .8 

11.7 

1898  Oct     21.0 

33  57  10 

14     7     I   .5 

L8.2 

1897  Sept.   16.0 

73  32  29 

3  31   18  .9 

11.4 

1890  Ang.  30.5 

341   11  5R 

10  54  45  .4 

12.ti 

1897  März  20.0 

258     3     0 

4     1  SO  .3   1 

U.7 

1H99  Sept.  SÖ-O 

327  11  49 

5     9  26  .4 

U.2 

1892  Febr.  1.^0 

128  25     h 

13     7  38  .0 

12.5 

1899  Febr.  18.0 

63  55  57 

12     6  26  .6 

11.2 

1900  Sept.  21.0 

14  20  38 

5  26  42  .5   ; 

12.fi 

1889  Dec.    27.0 

307  49  54 

7     5  15  .3   : 

18.3 

1899  Nov.   25.0 

e  39  30 

2  42  32  .2 

13.7 

1900  Nov.   20.0 

31  33  23 

7  63     3  .8 

12.5 

1897  Mäni  20.0 

141      1   15 

11   37  34  .2 

Elemente  der  kleinen  Planeten. 
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n 


log  a 


6>« 


^ 


668".6041 
647  .3973 
777  .0010 
840  .5265 
771  .4078 

759  .7703 
730  .2884 

815  .0438 
982  .2924 
984  .634 

678  .2597 
641  .7676 
652  .9374 
824  .6755 
566  .6635 

793  .2109 
637  .0300 
1086  .2400 
560  .7202 
964  .9093 

711  .1049 
869  .2983 
817  .9445 
962  .6609 
725  .2712 

758  .1024 
771  .8775 
716  .0964 
691  .2906 

816  .6267 

665  .7416 

732  .9031 

733  .0664 
1106  .6015 

651  .4943 


0.4832  250 
0.4925  571 
0.4397  237 
0.4169  701 
0.4418  151 

0.4462  182 
0.4576  747 
0.4258  887 
0.3718  439 
0.3711  54 

0.4790  787 
0.4950  859 
0.4900  900 
0.4224  824 
0.5311  21 

0.4337  45 
0.4972  311 
0.3427  205 
0.5341  736 
0.3770  134 

0.4653  820 
0.4072  251 
0.4248  552 
0.3776  889 
0.4596  708 

0.4468  53 
0.4416  388 
0.4633  567 
0.4735  639 
0.4253  220 

0.4844  672 
0.4566  401 
0.4565  755 
0.3373  437 
0.4907  307 


164*31'  39".0 

108  51  47  .2 

153  53  5  .0 

144  54  17  .2 

0  40  19  .2 

169  50  40  .1 

142  17  46  .2 

53  21  0  .8 

131  45  42  .7 

70  22  25  .5 

181  46  39  .6 

218  42  56  .2 

108  22  51  .7 

289  35  59  .1 

93  32  55  .5 

147  4  51  .2 

260  37  19  .2 

26  18  32  .5 

343  34  6  .8 

130  53  7  .5 

277  39  59  .2 

35  21  50  .7 

112  51  10  .2 

186  9  19  .1 

214  50  27  .4 

158  27  28  .7 

200  31  58  .5 

199  42  46  .6 

190  12  56  .7 

274  10  15  .8 

69  51  56  .8 

266  47  7  .0 

127  36  56  .7 

138  16  1  .8 

341  41  43  .1 


164*46'  31".3 

200  50  53  .0 

20  25  49  .5 

219  4  13  .8 

232  4  10  .3 

115  28  46  .4 

65  25  43  .4 

69  49  53  .6 

102  23  1  .4 

156  43  31  .5 

41  26  42  .6 

290  47  47  .1 

252  14  19  .1 

234  12  48  .8 

98  15  15  .0 

31  45  33  .5 

218  16  24  .8 

196  38  51  .9 

243  8  22  .4 

139  16  6  .6 

231  36  0  .0 

58  35  56  .8 

125  27  45  .1 

41  24  12  .8 

312  29  49  .8 

91  54  33  .2 

333  49  1  .3 

84  52  11  .1 

89  54  9  .4 

31  33  19  .9 

168  32  5  .8 

108  57  7  .7 

196  27  21  .8 

128  6  9  .9 

299  59  46  .9 


271*29' 14".6 

307  33  36  .4 

127  8  32  .9 

325  46  57  .2 

338  46  53  .7 

222  11  29  .7 

172  8  26  .7 

176  32  36  .9 

209  6  44  .8 

263  26  14  .8 

148  9  26  .0 

37  30  30  .5 

358  57  2  .5 

340  55  32  .1 

204  57  58  .4 

138  28  16  .8 

324  59  8  .1 

303  21  35  .2 

349  51  5  .7 

245  58  50  .0 

338  18  43  .3 

165  18  40  .2 

232  10  28  .4 

148  6  56  .1 

59  12  33  .1 

198  37  16  .5 

80  31  44  .6 

191  34  54  .4 

196  36  52  .8 

138  16  3  .8 

275  14  49  .1 

215  39  51  .0 

303  10  5  .1 

234  48  53  .2 

46  42  30  .2 


5*22'  29".l 
5  43  38  .0 

5  15  58  .5 
4  82  86  .5 
2  9  80  .9 

18  38  48  .8 

9  80  58  .6 

14  85  10  .9 

11  1  8  .1 
9  0  6  .7 

9  86  58  .6 
1  2  4  .1 

1  45  48  .1 

6  89  80  .9 
20  51  81  .0 

14  27  21  .6 

10  26  82  .2 

4  2  2  .2 

2  20  86  .3 

10  38  57  .4 

5  58  13  .0 
5  5  8  .9 
8  27  47  .8 

13  43  8  .8 

7  55  18  .6 

7  80  6  .1 

8  18  55  .0 

12  9  8  .5 
5  55  2  .7 
0  34  28  .0 

7  8  27  .5 

11  41  54  .8 

2  85  7  .8 

3  81  1  .6 

4  12  88  .3 
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•Dita  n. 

Nummer  und  Kune 

= 

m. 

Epoche  nnd 

M 

» 

U.7 

1S90  Jan.    16.0 

316*40' 26"-7 

8     2  43,0 

3*1.  Enkrate   . 

11.0 

1900  Juni    13.0 

224  37  55  .8 

13  53  45  .» 

248.  Lameia     . 

13.0 

1900  Hin  25.0 

293     0  27  .6 

3   42  45  .7 

2*fl,  IIb»      .    . 

13.6 

1896  Sept.     1.0 

332  23  24  .0 

12  28  25  .t 

SSO.  BettiuA     . 

11.7 

1897  Nov.    16.0 

332     6  28  .0 

7      1   48  .1 

351.  Sophia     . 

13.« 

1900  Juni    1B.0 

177  SB     l   .4 

5   81   47  .t 

3&2.  aementiiia 

13.0 

1899  Febr.  18.D 

162  38  19  .3 

4   27  59  .i 

253.  MathUda  . 

13.4 

1898  Not.   10.0 

55     T  48  .0 

15  26  37  .5  ■ 

254.  ÄnguBta   . 

13.4 

1887  Jnli     31.0 

101   27  54  .0 

6   58     7  .6 

255.  Oppavia  . 

13.8 

1889  Hftn     2.0 

267  18     9  .8 

4  40  24  .1 

256.  Walpnrga 

13.3 

1899  Not.      &.0 

187  50  13  .9 

3  29  45  .6 

257.  SUeaia      . 

12.B 

1898  Juni      3.0 

212  13  25  .8 

7      4   44  .3 

258.  Tyche  . 

11.1 

1899  M^     29.0 

267  50  31   ,4 

11   4B     8  .5 

259.  Aletheia 

12.1 

1898  S«pt   11.0 

85  40  51   .4 

6  20  21  ,0 

280.  Hnberta 

18.9 

1900  Dee.    10.0 

92     3     1   .9 

7      7   18  .5 

261.  PfTinno 

11.9 

1897  Not.    15.0 

275  46  18  .1 

ü      9  5S  J 

262.  Valda  . 

14.1 

1900  März     5.0 

82  47  25  .5 

12  17  n  A 

263.  Dreida 

13.3 

1000  Aug.   12.0 

309  25  24  .3 

4   19  24  .9 

264.  Libusaa 

12.1 

1894  Jnni     4,0 

224  30  49  .9 

7  4&  36  .5   ; 

265,  Anna   . 

13.8 

1899  Aug.   17.0 

67  23  25  .8 

lö   12  47  .3   1 

268.  Aline   . 

11.7 

1900  Uära     5.0 

131    44      0  .5 

9     9  &3  .6   I 

261.  Tina  . 

14.0 

1898  Dec.    20.0 

167  41     8  .3 

5   43  23  .8   . 

26g.  Adorea 

12.5 

1897  Febr.  28.0 

348  19  31  .1 

7   54  36  .0 

269.  JuHtitia 

12.7 

1900  Oct.     31.0 

91  35     3  .3 

12   18  39  .7 

270.  Anahita 

11.0 

1900  Sept.  21.0 

25  43     7  .7 

8  37   15  .9 

12.S 

1900  Febr.  13.0 

128  29  24  .5 

5  56  35  .1 

272.  Antonia   . 

13.6 

1899  Jnli     28,0 

208  59  58  .9 

1  4«  66  .3 

273.  AtropOB    . 

11.6 

1888  MK»     9.5 

261   20     1  .8 

9   19     0  .4 

274.  Phil«goria 

13.6 

1899  Uai     29.0 

24  20  51  .9 

7   14  43  .7 

12.0 

1897  Pebr.  28.0 

354  20  18  .0 

8  30  47  .4 

276.  Adelheid  . 

11.2 

1899  Mm      9.0 

82  21  36  .0 

3  fig  49  .0 

277.  Elvira  . 

13.1 

1899  Ang.    17.0 

320  39  21  .3 

5     8  55  .0   , 

278.  Paulina 

12.7 

1899  Not.     G.O 

218  18  40  .4 

7  35  40  .4 

2-9.  Thule  . 

18.B 

1891   Febr.  20.0 

155  36  48  .8 

4  43  14  .2    1 

280.  PhiUa  . 

14.4 

1900  Febr.  13.0 

39  45  20  .2 

6  19  13  .9   , 

1 

^^ 

^ 

■ 

^^^ 

Hewwnto  der  kleinen  Planalm. 

457    ^H 

« 

log« 

"» 

r 

Si, 

^H 

802".a81 

0.4304  584 

88»  55' 37' 

71 

61"  1'87".2 

167»44'  20".5 

^M 

780  .8440 

0.4382  578 

67  4  49 

4 

860  23  U  .^ 

367  6  65  .1 

25  33            ^H 

»13  .9068 

0.3927  365 

351  IS  29 

.2 

150  57  18  .0 

257  40  1  .3 

5  IS  44         ^H 

eST  .6662 

0.3761  275 

45  34  38 

6 

221  53  68  .8 

328  36  42  .1 

10  43  33         ^H 

633  .7975 

0.4987  086 

7S  5  19 

8 

271  69  12  .1 

18  41  55  .4 

12  4T  18         ^H 

846  .5081 

0.4920  608 

280  8  48 

.3 

57  27  33  .2 

164  10  16  .6 

9  32  18         ^1 

633  .S1&5 

0.4989  244 

140  19  9 

.5 

106  13  9  .6 

211  65  52  .9 

^H 

824  .4270 

0.4225  898 

139  53  41 

.4 

87  3  30  .6 

193  46  14  .0 

1  31  57         ^H 

lOei  .0836 

0.3414  323 

251   4  17 

.6 

261  26  8  .9 

8  8  62  .3 

4  29  23         ^H 

780  .0705 

0.4385  819 

158  34  20 

.1 

258  12  51  .1 

4  55  34  .5 

9  42  SO         ^H 

682  .1748 

0.4774  073 

86  17  29 

.7 

83  36  65  .3 

190  19  38  .6 

13  1  63         ^H 

646  .3464 

0.4930  280 

53  7  24 

.1 

268  19  26  .1 

10  2  9  .4 

3  29  53         ^H 

938  .4573 

0.4176  838 

146  30  1 

.0 

107  0  69  .6 

213  43  42  .0 

U  37  52         ^B 

635  .7631 

0.4978  075 

159  18  7 

9 

338  44  46  .4 

85  27  29  .8 

9              ^H 

554  .7196 

0.5372  887 

149  50  49 

.2 

75  15  27  .5 

181  69  10  .9 

5  42  24         ^H 

996  .7804 

0.3676  OÖ 

70  6B  I 

.6 

341  50  20  .3 

88  33  3  .6 

^M 

870  .5130 

0.4068  209 

34  11  33 

.6 

280  20  26  .8 

37  3  10  .2 

14              ^H 

723  .1696 

0.4605  110 

119  4  2t 

.0 

149  37  1  .7 

266  19  45  .0 

2  22            ^1 

757  .4897 

0.4470  87 

344  SO  21 

.5 

295  34  27  .5 

42  17  10  .8 

9  39            ^1 

941  .4296 

0.3841  46 

253  43  25 

.8 

226  19  46  .3 

333  2  29  .7 

26  47  17         ^1 

7G6  .4554 

0.4474  832 

143  6  23 

.0 

134  28  52  .0 

241  11  35  .3 

14  26  0         ^1 

767  .9409 

0.4431  192 

204  0  38 

.4 

217  2  16  .0 

63  44  59  .4 

4  45  69         ^M 

662  .1602 

0.4904  349 

34  3  52 

.5 

39  53  47  .8 

146  36  31  .2 

0  57  66         ^H 

838  .9442 

0.4175  157 

99  59  37 

.4 

66  14  10  .0 

178  56  53  .3 

4  35            ^H 

1088  .0147 

0.3419  819 

«6  e  16 

.3 

ISO  39  18  .3 

SS7  22  1  .6 

3  47  64         ^H 

681  .3236 

0.4777  693 

66  9  1 

.6 

215  29  27  B 

382  12  10  .6 

i   44  55         ^H 

767  .2554 

0.4433  777 

66  18  22 

.8 

270  n  27  .7 

17  0  11  .0 

4  10  34         ^M 

95B  .4037 

0.3798  80 

114  43  11 

.5 

55  48  25  .9 

IÖ2  31  9  .1 

19  23  10         ^H 

66B  .88*7 

0.4831  036 

125  4  49 

.9 

337  30  19  .9 

84  13  3  .2 

2  9  50  .3       ^H 

769  .4983 

0.4425  834 

18  38  17 

.3 

40  39  30  .9 

147  22  14  .3 

25           ^H 

644  .0120 

0.4940  761 

269  49  0 

.0 

108  36  32  .0 

215  19  15  .4 

3           ^H 

723  .9561 

0.4G01  962 

101  19  10 

.7 

158  3  47  .7 

264  46  31  .1 

2  36           ^H 

775  .5978 

0.4402  467 

144  56  7 

.8 

306  SB  1  .1 

53  10  44  .5 

6  46  21         ^^1 

408  .1860 

0.G296  67 

272  11  31 

.2 

289  59  51  .4 

36  42  34  .8 

1  18  30        ^^M 

703  .8816 

0.4683  380 

■ 

92  43  59 

.0 

1 

252  54  48  .4 

369  37  31  .7 

7  48          ^H 

7!i/U  IL 


m. 

Epoche  und 
Oacnlatioii 

M 

9 

281.  Lncretia  .... 

I3.S 

1BB8  Not.     2.5 

35S»48   12".3 

7"  34'  U"3 

2S2.  Clorinde  . 

13.3 

1900  Mftre     B.0 

87  21   19  .9 

4   38  46  .0 

283.  Emma.     . 

tl.t! 

1900  Mära     5.0 

167  25  20  .3 

8   46  54  .2 

2U.  AmaUa     . 

12.9 

1900  Mai     24.0 

833  47  12  .4 

12  48  19  .0 

285.  Regina     . 

14.9 

1889  Aug.  19.5 

S57  38  27  .2 

11   56  35  .4 

286.  Iclea    .     . 

18.S 

1900  Jnli    23.0 

871     «  62  .2 

0  42  53  .1 

287.  Nephthys 

10.7 

1899  April  19.0 

311  52  37  .9 

1    19  35  .4 

288.  Glaake     . 

12.5 

1900  Juli       3.0 

59     1     1   .6 

11   5S  58  .4 

289.  Ncnetta    . 

12.5 

1900  Hfin    5.0 

146     2  33  .0 

11   54     3  .1 

2S0.  Bnina  .     . 

13.9 

1690  H^      7.5 

56  49  22  .1 

15      4  22  .7 

291.  Alice    .     . 

13.8 

1900  Mai     24.0 

89  46  41  .2 

5   1»  10  .3 

292.  Lndovica 

12.5 

1899  Sept   26.0 

10     6  58  .6 

1   36  45  .3 

293.  ßrsAilia    . 

12.9 

1690  Jnni    17.5 

92  28  41  .4 

6  48     2  .9 

291.  Felicia     . 

14.3 

1890  Oot       2.5 

8  44  31  .0 

14   30  22  .2 

295.  Theresia  . 

13.5 

1899  Jnli       8.0 

259  11  15  .fi 

9  48  43  .7 

296.  Pbaetiisa . 

13.S 

1B90  Aug.   22.0 

330  33  11   .7 

9     6  25  .9 

297.  C»ciH^     . 

13.3 

1900  April  14.0 

267  49     8  .0 

8      9     7  .6 

298.  Baptiatina 

ia.e 

1900  Sept     1.0 

202     6     1   .5 

5   33  40  .8 

299.  Thora .    . 

14.5 

1892  Min    6.0 

131  22  30  .1 

3  29  56  .6 

300.  (Jeraldina 

13.9 

1895  Jnli       9.0 

336  44  54  .3 

2  26  41  .4 

SOI.  Bavaria    . 

12.2 

1901  Jan.    19.0 

236  31  41   .8 

3  36   13  .1     i 

302.  Clarisaa    . 

13.9 

1897  Febr.    8.0 

208  29  84  .2 

6  26  28  .4 

12.0 

1899  Bept     e.5 

277  45  55  .3 

3  53  41   .6 

SO*.  Olga    .    . 

12.4 

1900  Sept  21.0 

34  56  26  .5 

12  41  10  .7 

305.  Gordonia 

,12.5 

1899  Jnli     28.0 

230  31  59  .4 

11  31  48  .8 

308.  Unilas      . 

10.7 

IB99  Jnni    18.5 

328  21   57  .6 

S   39  29  .5 

307.  Nike    .    . 

13.1 

1891  Mtira     8.5 

74  34  39  .6 

8  22  32  .2 

SOB.  Polyxo      . 

11.0 

1900  Man  25.0 

247  50  38  .3 

2   15  25  .9 

809.  Praternitaa 

12.7 

1691  Mai      11.5 

289     5  56  .0 

5     1   56  .0 

310.  Maigarita 

18.5 

1891  Jnni    17.5 

48  49  25  .4 

6  31  55  .2 

311.  Clitudia    . 

13.0 

1895  Mflra  11.0 

37     0  15  .1 

0  43  21   .9 

312,  Piciretta. 

12.5 

1691  AQg.   29.0 

74  55  14  .0 

S     9  55  .4 

313.  Cbaldxa  . 

10.3 

1699  No7.    25.0 

314  36  54  .4 

10  Sl  '51  .6 

3U.  Roaali«     . 

14.0 

18B1  Dec.     3.5 

11  47  52  .5 

10  48  58  .3 

31g.  Conetautia 

14.0 

1891  Sept     4.5 

9  27  44  .8 

9  40  17  .9     1 

ElemmU  der  kiemen  Planeten. 


« 

loga 

«. 

r 

Ä. 

K 

I0»8".53ia 

0.3394  628 

82'S2'49' 

.0 

267"  12*  4' 

1 

13*54'  47' 

4 

5"  9'47".3 

991  .8748 

0.3690  332 

286  24  13 

.1 

46  7  53 

151  50  37 

7  49  43  .4 

6B8  .9S929 

0.4830  58 

53  10  83 

.5 

196  55  47 

302  38  30 

9  33  15  .6 

B79  .a041 

0.3727  55 

47  29  58 

.7 

135  7  35 

241  50  18 

9  6  48  .3 

861  .«27 

0.4663  254 

14  S6  36 

.« 

203  26  82 

310  9  16 

18  43  33  .0 

621  .2989 

0.5044  707 

233  19  34 

.3 

46  23  38 

153  6  22 

16  45  64  .5 

982  .6631 

0.3717  35 

111  30  40 

.9 

41  19  58 

148  2  39 

8  46  40  .5 

Tli   .I9T2 

0.4407  70 

72  43  59 

.5 

22  12  21 

128  55  4 

2  49  20  .1 

729  .0809 

0.4581  539 

171  44  35 

.6 

89  36  53 

196  19  36 

6  27  20  .0 

995  .1925 

0.3680  66 

107  40  82 

.6 

259  54  57 

6  37  40 

22  26  56  .8 

1070  .6461 

0.3468  53 

275  25  7 

.5 

108  61  n 

215  84  0 

1  34  56  .2 

881  .3701 

0.4032  322 

293  34  1 

.0 

290  46  46 

37  29  30 

U  14  8  .8 

730  .8370 

0.4574  574 

86  45  49 

.8 

311  15  36 

57  58  18 

14  39  54  .6 

639  .9098 

0.4958  982 

170  67  45 

.6 

39  36  11 

146  18  55 

4  56  41  .2 

759  .2235 

0.4464  247 

140  7  1 

.8 

174  13  6 

280  55  50 

4  14  51  .8 

1068  .122 

0.3475  908 

188  20  8 

.1 

75  54  22 

182  S7  6 

0  26  32  .2 

629  .7170 

0.5005  74 

354  22  28 

.9 

219  20  8 

326  2  51 

8  44  10  .6 

1042  .0278 

0.3547  .^17 

145  54  40 

.9 

247  51  39 

354  34  22 

6  48  15  .7 

934  .3006 

0.3863  46 

125  52  19 

.2 

157  31  56 

264  14  40 

2  Ö6  a  .1 

617  .2855 

0.508B  564 

0  1  10 

.7 

209  32  51 

316  15  85 

1  26  2  .5 

788  .5213 

0.4354  621 

106  49  36 

.7 

50  13  47 

156  56  30 

3  42  30  .6 

950  .0992 

0.3814  918 

75  18  54 

.8 

288  8  6 

344  50  50 

,0 

3  59  58  .5 

643  .8778 

0.4941  .354 

82  45  7 

.8 

228  40  56 

335  23  40 

.0 

7  51  31  .5 

962  .3591 

0.3808  039 

164  55  10 

.0 

66  47  17 

168  30  0 

.4 

14  51  55  .5 

654  .5.173 

0.4893  815 

233  85  28 

.1 

122  0  36 

228  43  19 

.4 

5  2  54  .7 

980  .0268 

0.3725  126 

156  38  15 

.9 

43  31  5 

.5 

150  18  46 

.9 

6  1  16  .1 

716  .1102 

0.4633  512 

322  1  8 

.8 

353  10  .57 

.2 

99  53  40 

.6 

4  32  15  .5 

778  ..'>073 

0.4391  627 

89  52  42 

.9 

96  43  1 

.8 

203  25  45 

.1 

4  13  7  .0 

831  .679 

0.4200  34 

350  49  39 

.1 

232  28  42 

.6 

339  11  26 

.0 

4  41  33  .4 

775  .6563 

0.4402  26 

302  23  26 

.2 

142  7  54 

.5 

248  50  37 

.8 

4  11  41  .6 

720  .425 

0.4616  12 

75  23  56 

.8 

313  57  6 

.7 

60  39  49 

.0 

1  57  32  .8 

764  .051 

0.4445  89 

267  15  33 

.3 

251  26  34 

.1 

358  9  17 

.4 

9  28  27  .1 

968  .4446 

0.3759  545 

305  24  4 

.9 

77  34  1 

.2 

184  16  44 

.5 

U  8  31  .8 

635  .8075 

0.4977  87 

178  40  7 

.1 

71  25  6 

.6 

na  7  49 

.9 

11  57  56  .6 

1057  .2646 

0.3505  486 

130  25  40 

.7 

95  38  30 

.7 

202  9  14 

.0 

1  58  16  .3 

Tafü  n. 


Ntunmer  und  Name 

m. 

Epocbe  nnd 
(^olatioo 

Jtf 

9 

31S.  GoberU   .... 

13.3 

1893  Jan. 

0.0 

11*29'   4' 

.0 

7»57'58".6 

311.  Boxana    . 

12.2 

IBOO  Jan. 

24.0 

160  27  59 

.6 

4   53  26  .1 

31S.  Magdalena 

13.2 

1899  Jan. 

9.0 

0     6  5B 

.6 

3   58  5S  .6 

319.  Leons  .    . 

14.2 

1900  Uärz 

25.0 

105  27   18 

9 

12   13  69  .6 

320.  Katharina 

14.2 

1891  Dec. 

2.5 

23  36  2S 

6 

6   41   30  ^ 

321.  Florentina 

13.2 

1900  Aug. 

12.0 

248  16  46 

3 

2   39  26  .5 

322.  PhtBo  .     . 

12.3 

1900  OcL 

31.0 

9  14  56 

4 

14    19  92  J> 

S23.  Bnicia 

13.0 

1892  Jan. 

1.5 

43     0  42 

]6   57  36 

B.9 

1899  D«c 

35.0 

43  12  35 

.7 

19  45  58  .0 

325.  Heidelbei^ 

12.4 

laoo  JnÜ 

23.0 

258  68  50 

.1 

9     3     0  .8 

326.  Tamara    .     . 

ll.t 

1892  Mte 

20.0 

298  49  14 

0 

10  48  n  Ji 

327.  Columbia 

13.0 

1892  Joni 

17.6 

277  51  46 

.7 

S  41     7  .4 

328.  Öndnin    . 

12.3 

1892  Härs 

22.5 

68  47     1 

.5 

6  53  68  .6 

32S.  Svea    .     . 

12.1 

1900  April 

14.0 

961  50  59 

.8 

1   34  24  .1 

330.  AdalberU 

13.6 

1892  Hftn 

20.6 

181     3  42 

0     0     0 

331.  Etheridgea 

12.6 

1B99  Oct 

16.0 

14  52  12 

8 

5  46  58  ,B 

332.  Siri       .     . 

12.6 

1S9B  Ang. 

22.0 

352  29     T 

1 

5     8  46  .$ 

333.  Badenia  . 

12.7 

1900  HSrs 

6.0 

lOB  26     4 

.7 

10     8  47  .8 

33*.  Chicago   . 

12.0 

1BB7  Hfin 

11.5 

185  10  87 

.3 

0  ÖO  24  .0   . 

936.  Boberta    . 

11.6 

1900  Oct 

31.0 

79  16  69 

.4 

10  15  32  .7 

11.8 

1899  Sept 

26.0 

US  20  35 

.1 

6  26  36  .6 

337.  Devoaa     . 

11.4 

1897  Jan. 

4.6 

851  48  50 

.4 

7  54  54  .5 

338.  BudfOBa  . 

12.1 

1899  Jan. 

9.0 

72  15  37 

.1 

1   12  38  .1 

339.  Dorothea 

12.8 

1900  Mära 

5.0 

182  47  13 

.6 

6  66  66  .6 

340.  Eduarda  . 

12.9 

1895  Jan. 

10.0 

132  50     1 

.5 

6  53     2  .5 

341.  California 

13.1 

1893  Jani 

29.0 

118  13  39 

.3 

11     8  68  .9 

942.  EndymioQ 

12.8 

1SB6  Oct 

11.0 

298     5  83 

.0 

7  20  44  .1 

943.  Ostara      . 

13.5 

189B  Äug. 

17.0 

297     5  28 

.6 

13  26     8  .3 

344.  Desiderat» 

11.7 

1900  Sept 

31.0 

40  22  44 

.1 

18     8  63  .1 

345.  Tercidina 

lt.S 

1899  Nov. 

5.0 

818  Ö2     4 

6 

3  83     6  .7 

346.  Hermeataria 

11.5 

IB99  Hän 

1.0 

15S     0  SB 

S 

6  47  46  .6 

347.  Pariana    .     . 

12.0 

1699  Juli 

S.6 

114  18  U 

.1 

9  3(  56  .9 

348.  M«y     .     .     . 

12.e 

1B93  Jan. 

16.5 

342  45  57 

.1 

3  45  27  .9 

94B.  Dembowska. 

9.8 

1B95  Mai 

10.0 

229     5  46 

2 

6     9  33  .0 

350.  OmamenU 

12.7 

1900  April 

14.0 

130  20  41 

.9 

9     4  16  .8    1 

Elemente  der  kleinen  Planeten. 
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n 

log  a 

«0 

r 

^ 

• 

627".7382 

0.5015  85 

276«13'20".2 

49*  8' 45'^ 

'.8 

155^46'  29'^ 

M 

0*56'  9".2 

1026  .4017 

0.3591  262 

124  27  21 

.2 

104  52  41 

.8 

211  35  24 

.6 

1  15  45  .0 

618  .1074 

0.5059  62 

265  43  52 

.8 

68  50  56 

.8 

170  33  39 

.6 

9  44  2  .1 

566  .8381 

0.5310  317 

207  46  52 

.1 

90  43  49 

.5 

197  26  32 

.9 

10  40  7  .4 

678  .726 

0.4788  75 

184  37  32 

.7 

122  81  8 

.4 

229  13  51 

.7 

10  4  45  .2 

723  .7382 

0.4602  83 

69  80  44 

.5 

257  49  16 

.9 

4  32  0 

.3 

2  27  17  .8 

764  .6297 

0.4443  703 

105  36  24 

.4 

152  16  5 

.8 

258  58  48 

.6 

9  21  0  .8 

1119  .60 

0.8339  60 

298  9  41 

849  88  7 

96  20  51 

17  47  9 

807  .7841 

0.4284  J42 

45  20  15 

.1 

217  28  14 

.2 

324  10  57 

.5 

12  31  20  .7 

616  .8237 

0.5065  637 

82  27  28 

.4 

280  25  10 

.9 

337  7  54 

.2 

9  28  57  .6 

1005  .7638 

0.8650  07 

240  48  38 

.7 

281  46  22 

.9 

28  29  6 

.8 

28  25  1  .3 

765  .613 

0.4439  98 

312  17  6 

.1 

238  2  16 

.5 

344  44  59 

.8 

7  51  54  .2 

647  .507 

0.4925  08 

107  55  58 

.7 

241  41  30 

.2 

348  24  13 

.6 

16  49  48  .4 

911  .3780 

0.3935  387 

34  22  28 

.8 

77  4  49 

.8 

183  47  33 

.1 

15  85  8  .7 

1174  .9 

0.3200  0 

<r--4n8'42" 

248  7  49 

355  50  33 

20  40  0 

673  .3904 

0.4811  597 

849  7  0 

.0 

261  25  56 

.3 

8  8  39 

.6 

6  9  28  .8 

768  .4746 

0.4429  180 

327  40  89 

.2 

253  22  54 

.5 

0  5  37 

.9 

2  53  44  .5 

645  .0495 

0.4986  090 

33  46  84 

.0 

230  7  39 

.1 

336  50  22 

.4 

4  39  39  .7 

459  .742 

0.5916  61 

221  47  27 

.7 

40  23  22 

.9 

147  6  6 

.2 

8  18  40  .6 

911  .5556 

0.3934  828 

125  85  40 

.1 

56  6  56 

.6 

162  49  40 

.0 

4  2  28  .8 

1050  .0039 

0.3525  488 

18  4  36 

.0 

138  48  19 

.4 

245  31  2 

.7 

6  44  26  .4 

964  .527 

0.3771  27 

105  57  43 

.9 

238  58  31 

.7 

345  41  15 

.0 

8  34  0  .6 

713  .531 

0.4648  96 

106  54  16 

.4 

181  25  46 

.5 

288  8  29 

.8 

7  37  46  .9 

680  .5669 

0.4780  905 

147  41  48 

.2 

76  34  56 

.4 

183  17  39 

.8 

9  24  19  .8 

778  .0224 

0.4893  43 

57  57  47 

.1 

261  30  50 

.5 

8  13  88 

.8 

4  40  29  .3 

1088  .2438 

0.3421  871 

308  0  46 

.5 

266  8  30 

.2 

12  51  13 

.6 

5  83  7  .5 

861  .7771 

0.4097  412 

218  51  51 

.9 

134  58  43 

.8 

241  41  27 

.1 

8  22  8  .6 

948  .2347 

0.3820  605 

85  45  26 

.7 

263  26  56 

.2 

10  9  39 

.5 

8  5  5  .4 

847  .9673 

0.4144  188 

237  46  20 

.4 

298  9  6 

.2 

44  51  49 

.5 

17  50  47  .7 

1000  .5696 

0.8665  062 

219  17  48 

.6 

114  14  5 

.6 

220  56  48 

.9 

10  16  57  .5 

758  .5325 

0.4466  88 

290  18  17 

.2 

342  36  22 

.4 

89  19  5 

.8 

7  18  47  .0 

840  .8521 

0.4168  58 

86  29  55 

.0 

336  8  51 

.2 

82  51  84 

.5 

10  14  15  .3 

695  .387 

0.4718  54 

5  31  58 

.5 

340  55  38 

.2 

87  38  21 

.6 

8  13  31  .6 

709  .497 

0.4660  38 

851  39  82 

.4 

175  25  11 

.7 

282  7  55 

.0 

7  58  85  .5 

645  .8891 

0.4982  824 

881  80  54 

.9 

842  56  34 

.1 

89  89  17 

.5 

28  17  20  .4 
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Ihfel  U. 


Nummer  and  Name 

»Wo 

Epoche  and 
Oscolation 

M 

9 

351. 

Yrsa 

12.2 

1892  Dec. 

20.5 

330^42'  48".8 

8«45'  46".5 

352. 

Gisela .    . 

12.1 

1898  Febr. 

3.0 

272 

5  26 

.1 

8  33  45  i) 

353. 

(1893 P)   . 

14.2 

1893  Febr. 

22.5 

44 

13  13 

.5 

18  49  4S  .3 

354. 

Eleonora  . 

10.0 

1894  Mai 

14.5 

81 

5  20 

.5 

6  81   10  .4 

355. 

Gabriella 

13.1 

1893  Febr. 

23.5 

37 

15  11 

.6 

6  12  55  .9 

356. 

(1893  G)  . 

11.9 

1900  Aog. 

12.0 

271 

36  54 

.7 

13  57     5  .4 

357. 

(1893  J)    . 

12.2 

1893  Febr. 

15.5 

138 

27     1 

.7 

1  31   16  .0 

358. 

(1893  K)   .     . 

12.5 

1893  März 

3.5 

86 

52  43 

.5 

8  26  24  .1 

359. 

(1893  M)  .     . 

13.0 

1893  März 

17.5 

163 

43  16 

0     0     0 

360. 

(1893  N)   .     . 

11.9 

1893  März 

12.5 

92 

54  10 

.8 

9  43  35  .9 

361. 

(1893  P)    .     . 

13.3 

1893  März 

12.5 

53 

40  44 

.9 

11  47  42  .4 

362. 

(1893 R)   .     . 

11.1 

1898  Aug. 

22.0 

228 

31  14 

.1 

2  44  25  .7 

363. 

(1893  S)    .     . 

11.6 

1899  Juli 

8.0 

302 

30  49 

.4 

4     1    11  .6 

364. 

(1893  T)    . 

11.7 

1897  Juni 

8.0 

203 

39  20 

.5 

8  43   13  .7 

365. 

(1893  V)   .     . 

12.2 

1899  Aug. 

17.0 

268 

1  48 

.6 

8  19  48  .5 

366. 

Vincentina   . 

12.3 

1900  Aug. 

12.5 

8 

31  40 

.2 

8  29  35  .4 

367. 

(1893  AA)    . 

12.5 

1897  Aug. 

27.0 

198 

37  34 

.8 

5  24  23  .5 

368. 

(1893  A  B)     . 

13.5 

1893  Juli 

17.5 

317 

18  49 

.4 

11     8  13  .1 

369. 

A6ria  .     . 

12.9 

1899  März 

10.0 

34 

2  38 

.3 

5  36  57  .7 

370. 

(1893  AC)    . 

12.8 

1893  Juli 

14.5 

312 

26  36 

.5 

5  10  55  .7 

371. 

(1893 AD)    . 

11.8 

1899  Dec. 

15.0 

182 

59  26 

.0 

3  28  34  .2 

372. 

(1893  AH)    . 

10.5 

1899  Sept. 

26.0 

322 

8  11 

.8 

15  37  54  .9 

373. 

(1893  AJ)     . 

12.8 

1899  April 

20.0 

8 

16  34 

.1 

8  23     2  .8 

374. 

(1893 AK)    . 

11.7 

1896  Sept. 

1.0 

342 

39  36 

.2 

4  27  27  .6 

375. 

(1893  AL)    . 

11.0 

1897  Mai 

19.0 

276 

40  52 

.5 

5  37  56  .4 

376. 

(1893  AM)    . 

11.8 

1899  März 

10.0 

299 

55  37 

-2 

9  51   15  .3 

377. 

(1893  AN)    . 

11.5 

1893  Oct 

7.5 

338 

6  43 

.1 

4  26  14  .5 

378. 

(1893  AP)     . 

12.6 

1900  April 

14.0 

168 

50  19 

.7 

7  30  14  .0 

379. 

(1894  A  Q)    . 

12.6 

1894  Jan. 

12.5 

98 

29  53 

.4 

11     3     4  .0 

380. 

(1894  AK)    . 

12.6 

1894  Jan. 

11.0 

129 

17     7 

.6 

6  37  54  .9 

381. 

(1894  A  S)     . 

12.4 

1900  Jan. 

24.0 

238 

54  53 

.5 

7     6  18  .4 

382. 

(1894  AT)    . 

12.1 

1898  Dec. 

20.0 

244 

45     7 

.1 

9  52  38  .6 

383. 

(1894 AU)    . 

13.3 

1900  März 

25.0 

103 

4     8 

.0 

10  19  59  .5 

884. 

Burdigala 

11.7 

1899  April 

9.6 

119 

46  59 

.6 

8  22  34  .3 

385. 

Ilmatar    .     . 

10.3 

1897  Dec. 

25.5 

281 

li   34 

.4   ; 

7  30  32  .1 

I2emenie  der  kleinen  Haneten. 
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n 

log  a 

«0 

r 

^ 

«0 

771".582 

0.4417  50 

29^36' 37".7 

351« 

30'  39" 

.5 

98M3'22" 

.9 

7*38'  45".4 

1091  .4985 

0.3413  223 

129 

56 

1  .8 

152 

49  45 

.8 

259  32 

29 

.1 

4  41  52  .0 

794  .611 

0.4332  34 

319 

56 

4  .6 

354 

57  2 

.1 

101  39 

45 

.5 

3  57  27  .6 

757  .5785 

0.4470  526 

1 

45 

47  .2 

36 

52  22 

.1 

143  35 

5 

.4 

17  4  89  .9 

876  .580 

0.4048  10 

110 

38 

35  .0 

229 

26  24 

.3 

336  9 

7 

.6 

5  12  48  .5 

775  .7399 

0.4401  937 

84 

14 

35  .3 

239 

57  21 

.9 

346  40 

5 

.3 

8  56  49  .1 

632  .836 

0.4991  42 

228 

6 

27  .3 

35 

12  20 

.2 

141  55 

3 

.5 

12  46  2  .1 

725  .563 

0.4595  54 

221 

38 

28  .0 

92 

54  56 

.7 

199  37 

40 

.0 

3  14  10  .1 

760  .70 

0.4458  6 

(r=a  - 

-17*0' 13" 

246 

54  8 

853  36 

51 

5  23  59 

681  .803 

0.4775  65 

279  59 

39  .6 

30  58  43 

.0 

137  41 

26 

.4 

10  14  52  .5 

449  .924 

0.5979  11 

82 

27 

39  .2 

265 

44  23 

.3 

12  27 

6 

.6 

12  88  6  .5 

857  .2968 

0.4112  50 

42 

46 

40  .3 

269 

21  46 

.4 

16  4 

29 

.7 

7  56  31  .7 

779  .324 

0.4388  59 

305 

41 

12  .1 

305 

54  17 

.0 

52  87 

0 

.3 

4  58  52  .1 

1072  .6673 

0.3463  61 

311 

25 

15  .8 

357 

58  1 

.6 

104  40 

44 

.8 

4  24  54  .0 

756  .0685 

0.4476  303 

202  32  50  .8 

86 

5  25 

.4 

192  48 

8 

.7 

12  31  11  .6 

636  .6377 

0.4974  09 

321 

12 

8  .6 

234 

15  26 

.1 

340  58 

9 

.4 

11  26  24  .1 

1073  .2216 

0.3462  11 

76 

20 

18  .0 

313 

14  37 

.3 

59  57 

20 

.7 

1  87  28  .2 

663  .984 

0.4852  31 

76 

23 

52  .5 

131 

54  19 

.8 

238  37 

3 

.1 

8  46  28  .5 

824  .0037 

0.4227  183 

268 

48 

0  .8 

346 

1  16 

.9 

92  44 

0 

.8 

11  11  1  .3 

1001  .5535 

0.3662  22 

67 

6 

0  .4 

183 

34  11 

.9 

290  16 

55 

.2 

9  26  34  .5 

787  .7337 

0.4357  52 

339 

14 

46  .7 

177  52  48 

.5 

284  35 

31 

.8 

8  58  11  .9 

636  .6860 

0.4973  88 

116 

13 

54  .0 

219 

20  22 

.2 

326  3 

5 

.5 

24  52  43  .1 

644  .9956 

0.4936  333 

354 

18 

42  .4 

252 

16  1 

.9 

358  58 

45 

.3 

15  52  21  .5 

765  .4424 

0.4440  63 

14 

15 

11  .9 

121 

29  42 

.3 

228  12 

25 

.7 

9  41  34  .8 

641  .2112 

0.4960  04 

348 

45 

26  .8 

226 

36  19 

.3 

883  19 

2 

.6 

17  0  17  .4 

1024  .4027 

0.3596  906 

317 

21 

53  .2 

192 

1  27 

.1 

298  44 

10 

.4 

6  57  47  .4 

804  .920 

0.4295  03 

180 

18 

1  .9 

116 

9  58 

.9 

222  52 

42 

.2 

7  12  28  .5 

767  .2482 

0.4433  805 

143 

47 

57  .8 

135 

36  24 

.0 

242  19 

7 

.4 

8  1  21  .2 

641  .338 

0.4952  80 

121 

36 

18  .6 

122 

22  1 

.9 

229  4 

45 

.2 

1  44  28  .2 

809  .990 

0.4276  85 

241 

26 

20  .0 

344 

39  55 

.0 

91  22  38 

.3 

4  87  50  .8 

619  .6807 

0.5052  257 

142 

11 

19  .4 

21 

11  13 

.2 

127  53 

56 

.5 

10  58  16  .4 

646  .1972 

0.4930  944 

273 

19 

52  .6 

204 

4  30 

.2 

310  47 

13 

.5 

8  50  50  .7 

642  .0203 

0.4949  719 

332 

21 

25  .1 

328 

36  52 

.6 

76  19 

36 

.0 

1  10  22  .8 

820  .6462 

0.4239  00 

46 

14 

38  .4 

285 

53  9 

.9 

32  35 

53 

.3 

5  0  17  .9 

740  .0320 

0.4538  37 

190 

34 

23  .2 

283 

1  44 

.3 

339  44 

27 

.7 

14  86  43  .3 

4M 

Tafü  IL 

__ 

Nummer  und  Nuae 

m. 

EpocliB  und 
(heoUttioii 

M 

9 

886.  (1894  AY)    .    .    . 

10.5 

1900  Hai 

24.0 

9«35'  58".! 

587.  AqviUnia     . 

.9.8 

1895  Juli 

3.5 

S53     6  10  .2 

13  47  IB  J 

868.  (1894  BA]    . 

11.7 

1994  Hai 

6.5 

200  48  45  .6 

S  42  53  J 

889.  (1804  BB)     . 

11.1 

1699  Jmd 

18.0 

63  27  27  .4 

3  53  14  .7 

380.  (1894  B  C)     . 

1S.5 

1699  Hai 

17.0 

BS  1»  10  .6 

7  28  40.3 

381.  Ingeborg      . 

13.4 

1694  Not. 

6.0 

23  31  40  .& 

17  57  30  J 

882.  WUhelmina  . 

12.2 

1894  Not. 

4.5 

42  10  20  .6 

11   12     8  .1 

393.  (1894  BG)    . 

11.0 

1894  Nov. 

4.5 

67  32  89  .0 

10   13  ST  .7 

894.  (1S04BH)    . 

13.0 

1894  Nov. 

2S.5 

55  25  12  .3 

13   11   31  J 

39B.  (1894  B  K)    . 

13.0 

1894  Dee. 

3.5 

136  43  41  .3 

T   16     9  .8  , 

3»6.  (1894  B  L)     . 

13.2 

1804  Dec 

2.5 

156  42  32  .8 

10   18  30  A  ■ 

397.  (1894  B  M)    . 

12.8 

1897  Hai 

10.0 

256     0  43  .9 

14   23     4  .1 

39B.  (1894  BN)    . 

12.0 

1895  Jan. 

32.5 

187  25  12 

O     0     0 

309.  (1895  B  P)     . 

13.0 

1895  H&n 

1.5 

353  57  41   .1 

3  51    5  ,e  : 

400.  (1895  BU)    . 

14.6 

1895  U£n 

18.5 

837  44  19  .1 

5   15  50  .8 

40).  Ottilis     .    . 

12.8 

1895  April 

20.0 

824  SI  46  .8 

2  18  50.3 

40a.  (1895  BVPl   . 

10.7 

1895  Hin 

27.5 

28  44     8  .7 

«   24  49  .0 

«3.  (1895  BX)     . 

13.0 

1900  Juli 

3.0 

127  14     7  .2 

5  42     4  .0  ' 

404.  (1895  BY)    . 

13.0 

1809  Uai 

29.0 

17  28  20  .0 

U   53  30  .4  i 

405.  (1895 BZ)     . 

11.0 

1895  Juli 

27.0 

73  36  35  .0 

14   32  24  .7   ! 

406.  (1895  CB)    . 

1S.5 

1895  Aug. 

23.5 

350     I  59  .3 

10  31     6  .1 

407.  (1896  C  C)     . 

11.9 

1895  Nov. 

10.5 

17  44  21  .6 

3   55   13  .1 

408.  (1895  C  D)    . 

13.4 

1695  Oct 

15.5 

354  28  32  .9 

7  54  81  .1 

409.  (1895  CE)     . 

10.7 

1890  Nov. 

10.0 

183  45     6  .5 

3  53  20  .9 

410,  (1S96CH)    . 

11.9 

1696  Jm 

8.5 

245  34     9  .D 

12  30     4  .9 

411.  (1898  CJ)     . 

12.5 

1806  Jm. 

8.5 

158  42  57  .5 

13  36  34  .4 

418.  Elieabetha    . 

13.1 

1899  Nov. 

5.0 

213  52     9  .2 

2  16     3  .5 

418.  Edbnrg«  .     . 

12.2 

1896  Jan. 

10.6 

72  21  21  .0 

19  43  23  .0 

414.  (1898  CN)    . 

13.4 

1896  Jan. 

17.5 

59  10     8  .5 

5  18  49  .6 

415.  (189«  CO)     . 

11.6 

1899  Oct 

4.5 

332  37  13  .1 

17  34     0  .7 

416.  Yaticaiia  .     . 

11.5 

1900  Jan. 

24.5 

262  34  31  .7 

12  3*  55  .2 

417.  (1898  CT)     . 

12.7 

1896  Mai 

11.5 

30  46  56  .3 

7  43  44  .5 

418.  (1896  CV)     . 

12.6 

1B96   Sept. 

3.5 

337  51     7  .9 

6  57  51   .8 

419.  (1806  CW)   . 

ll.l 

1900  Aug, 

12.0 

29  39  37  .8 

14  47  31  .2 

420.  BerthoUa     . 

12.3 

1900  April 

14.0 

104  51  47  .0 

2  48  43  .3 

Elemente  der  kleinen  Planeten. 
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»0 

718".3236 

0.4624  58 

212^34' 

0'^ 
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64*20' 11" 

.7 

171« 

►  2' 

55'^ 

.0 

19«30'52".2 

782  .6076 

0.4376  414 

151  18 

19 

.9 

23  54  40 

.5 

130  37  23 

.8 

16  80  15  .1 

684  .531 

0.4764  09 

348  42 

16 

.0 

237  5  5 

.6 

343 

47 

48 

.9 

7  15  20  .0 

842  .4772 

0.4162  99 

262  10 

36 

.6 

176  84  50 

.3 

283 

17 

33 

.6 

9  42  5  .1 

821  .022 

0.4237  68 

190  40  44 

.3 

196  86  45 

.7 

303 

19 

29 

.0 

13  39  84  .5 

1003  .286 

0.3657  21 

141  29 

45 

.2 

109  28  40 

.5 

216 

11 

23 

.8 

23  32  2  .1 

683  .267 

0.4769  44 
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8 

.8 

HO  82  13 
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14 
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.8 
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0.4429  71 
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57 
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.6 
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764  .391 
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.6 
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.2 
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6 

12 

.6 
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782  .986 
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.4 

157  45  11 
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27 

54 

.7 
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0.4205  60 

130  49 

46 

.4 

127  28  11 

.3 

234 

10  54 

.6 

13  88  10  .0 

684  .68 

0.4763  4 

(r=-0»10'46" 

177  45  56 

284 

28 

89 

21  45  3 

664  .6683 

0.4849  35 

186  33 

6 

.2 

285  5  56 

.1 

341 

48 

39 

.5 

18  58  59  .8 

641  .871 

0.4950  39 

225  37 

57 

.4 

216  53  45 

.7 

328 

36 

29 

.0 

11  50  25  .9 

584  .254 

0.5222  70 

196  19 

14 

.9 

277  30  59 

.7 
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13 
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.0 
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.0 

10  23  6  .9 

851  .5022 

0.4132  14 

119  52 
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.1 

344  24  53 

.8 

91 

7 

36 

.7 

12  30  6  .3 

856  .814 

0.4114  12 

301  39 

46 

.6 

152  44  49 

.5 

259 

27 

32 

.9 

13  11  85  .3 

714  .568 

0.4639  75 

41  46 

1 

.4 

202  20  22 

.9 

309 

3 

6 

.2 

5  37  57  .5 

834  .430 

0.4190  78 

81  6 

8 

.9 

186  59  39 

.3 

293 

42 

22 

.7 

9  6  44  .4 

627  .210 

0.5017  29 

102  30  45 

.6 

190  54  15 

.1 

297 

36 

58 

.4 

10  89  20  .7 

858  .5857 

0.4108  15 

345  59 

38 

.0 

140  55  29 

.4 

247 

38 

9 

.7 

12  24  0  .5 

746  .590 

0.4512  83 

145  55 

8 

.7 

347  41  17 

.8 

94 

24 

1 

.1 

7  50  36  .1 

720  .585 

0.4615  48 

193  58 

15 

.7 

1  82  25 

.4 

108 

15 

8 

.8 

17  51  18  .9 

772  .41065 

0.4414  39 

88  31 

37 

.0 

0  19 

.1 

106 

43 

52 

.5 

12  12  12  .0 

856  .555 

0.4115  01 

249  1 

87 

.2 

358  13  8 

.7 

104 

55 

47 

.1 

17  17  19  .2 

537  .766 

0.5462  75 

300  28 

16 

.1 

8  5  13 

.0 

114 

47 

56 

.4 

8  4  45  .0 

761  .2267 

0.4456  62 

288  30 

26 

.2 

26  80  3 

.6 

133 

12 

46 

.9 

6  39  27  .7 

761  .14731 

0.4456  92 

201  21 

47 

.2 

306  14  22 

.0 

52 

57 

5 

.3 

11  55  47  .9 

757  .116 

0.4472  29 

330  59 

49 

.9 

106  36  41 

.5 

213 

19 

24 

.8 

6  51  8  .9 

847  .266 

0.4146  58 

116  58 

35 

.5 

149  12  86 

.3 

255 

55 

19 

.6 

8  7  7  .9 

850  .7095 

0.4134  836 

23  48 

13 

.0 

138  47  5 

.1 

245 

29 

48 

.4 

5  0  48  .9 

562  .7012 

0.5331  525 

195  46 

59 

.8 

147  85  26 

.6 

254 

18 

10 

.0 

7  57  0  .4 

Cbabliss,  M^hantk  dM  Hlmninli.    I. 
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J4/M  U 


Nnmmer  and  Nune 

m. 

Epoche  und 
ÜBcnlation 

U 

V 

421.  Zäringhia      .     .     - 

H.2 

1898  Sept.     3.5 

338'  0'19' 

.7 

18«M'29".6 

4S2.  Berolina  . 

13.4 

189S  Dec.      4.5 

42  36  47 

12  11   29  .9 

■423.  (1896  DB) 

11.2 

1696  Dec.      8.5 

144  40  21 

2   n  42  .* 

424.  (1896  DF) 

12,8 

1897  Febr.  28.0 

46  56  47 

6   11   49  .6 

426.  (18B9DC) 

13.1 

1897  Jan.    20.5 

297  57     5 

i   IB  21  .9 

420.  (IBfllDH) 

11.5 

1891  S«pL   30.0 

172  10  55 

5  53  54  .* 

427.  [IÖ97DJ) 

13.1 

1897  8ept     2.5 

26     D  44 

6  53  23  .1 

42B.  Honftchk 

13.5 

1900  Aug.     7.5 

300  39  10 

10   15   44  .1 

429.  (1897  DI-l 

11.5 

1897  Nov.  24.5 

39     2  4S 

S  24   13  .0 

430.  (1897  DH) 

18.2 

1898  Jan.    21.5 

15  12  12 

14  55  51  .9 

481.  (1397  DN) 

12.6 

1898  Jan.    18.5 

97  es  58 

9   4S  27  .5  ^ 

432.  (1897  DO) 

11.3 

1898  Jan.    22.5 

184  17  44 

S  2T  55  .t 

43a.  EroB    .    . 

9.7 

1900  Oct    31.5 

304  23  59 

12   52  48  i 

434.  Hungaria 

II.8 

1898  Oct     10.Ö 

58  46  13 

4   14  43  .5 

435.  (1898  DS) 

12.1 

1898  Sept  15.5 

359  41     7 

8  56  51  .1 

488.  (1898 DT) 

12.4 

1898  Sept  20.5 

342  35  23 

4  41   Sh  .9 

437.  (1898  DP) 

12.7 

1S9B  Juli     18.5 

346  24  55 

14   13     8  .7 

438.  (1898 DU) 

12.3 

1898  Nov.   12.5 

294  43  28 

9   22  43  .8 

439.  Ohio     .     . 

11.7 

1898  Oct     14.5 

310  47     8 

4   19   18  .9 

440.  {1898  EO 

13.1 

1898  Oct     18.5 

284  37  41 

6   11    19  .0 

441.  (1898ED) 

_ 

1898  Dee.      9.5 

339  42  50 

5     4  14  .4 

442.  (1899  EE) 

— 

1899  M&ra  30.5 

308  89  24 

4     S  45  .9 

443.  (1899  EF) 

— 

1899  HBn  31.5 

327  53     6 

6  22  43  .6 

444.  (1899EL) 

— 

1899  MSrz  31.5 

207  21  24 

10  31   41   .6 

(1894  B  D) 

13.3 

1894  Nov.     1.5 

337   18     8 

8  33  50  .4 

(1899  E  R) 

1899  Oct     29.5 

53  14  81 

6  41   92  .3 

(1899  EX) 

1899  Oct       4.5 

2  48  11 

11   50  32  .5 

(1899  ES) 

— 

1899  Dec.     3.5 

4  21  Sl 

.8 

2  36  37  .5 

(1899  E  ü) 

- 

1899  Not.     2.5 

276  13  85 

.7 

9  59  28  .5 

1892  S      . 

13.0 

1892  Dec.    17.5 

77  35  50 

0     0     0 

1893  C      . 

13.5 

1893  Jan.     23.5 

167  48     0 

0     0     0 

1893  D     . 

12.5 

1893  Jan.    19.5 

348  50  15 

0     0     0 

1893  U     . 

13.0 

1893  April  10.5 

93  23  42 

0     0     0 

1893  X     . 

18 

1893  Man  21.5 

112  50  17 

0     0     0 

EHmienie  der  kleinen  Planeten, 
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0.4524  94 
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.7 
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.9 
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15 
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.2 
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0 
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.6 
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.0 
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.993 

0.3772  88 

54  26  15 
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52  26  .5 

792 
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637 

.631 
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3 

10  42  .5 
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.537 
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.875 
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.79 
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Erläuterungen  zu  den  Tafeln  111  und  iV. 


Diese  Tafeln  geben  die  Werthe  der  Coefficienten  (0,  t)  nnd 
[0,  t]  (t  »  1 ,  2j  ...,  8)  für  a  »  1.90  bis  a  »  4.30  nach  NosftN 
und  Raab.^    Nach  VI  §  11  (8)  hat  man 

(0,  i)=»|m,na-ffi(a,  a^, 
[0,  i]  =  |m,na5,(a,  aj, 

wo  B^  und  B^  durch  die  Entwickelung 


atii 


definirt  sind. 

Für   die    Planetenmassen  (mj    haben   die  VerfiEisser   folgende 
Werthe  angenommen: 


Mercur  .    .    wij  =.  ^^^^^^^  t      Jupiter  .    .    m 


Erde .    •    .    itIj 


408968 


327214    ' 


Mars.    .     .     m^  =  --— — , 


8093500 


«/  U^AWA       • 

•     '"»  -  1047.568 

Saturn    . 

1 

•     ^«  ~    8501.6 

Uranus  . 

1 

•     ^""    22869 

Neptun  . 

1 

Will  man  für  die  Masse  m^  sich  eines  anderen  Werthes  be- 
dienen, der  um  Sm^  grösser  als  die  obigen  Zahlen  ist^  so  hat  man 


^  HilfBtafeln  sor  Berechnung  der  secnlaren  StOnmgen  der  kleinen  Planeten 
(Meddel.  Mn  Lands  Obflervatoriom  Ser.  II  Nr.  2). 


470  7b/W  lU  und  IV. 


zu  den  ans  der  Tafel  erbaltenen  Werthen  f&r  (0,  t)  und  [0,  t]  die 
Correctioiien 

^(0,0  und  ^[0,  i] 

hinzuzuftigen. 

Die  hier  wiedergegebenen  Tafeln  aind  aosschlieeslich  zu  der 
Berechnung  der  secularen  Störungen  der  kleinen  Planeten  geeignet 
Für  die  Berechnung  der  secularen  Störungen  in  anderen  B^en 
yerweise  ich  auf  die  Abhandlung  Ton  Nonfiv  und  Raab  (Tafel  I 
und  U  daselbst). 


T 
I 


Hüfstafün  xur  Berechnung  der  secularen  Störungen. 
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Tafel  IV  [0,  i]. 
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% 
[0.5] 

[0.6] 

[0.7] 

[0.8] 

3.60 

— 

0" 

.0035 

0".0126 

0".0057 

135".218 

1".4019 

0' 

.0106 

0".0019 

3.66 

— 

0 

.0035 

0  .0124 

0  .0056 

137  .476 

1  .4188 

0 

.0107 

0  .0019 

3.67 

— 

0 

.0085 

0  .0122 

0  .0056 

139  .780 

1  .4259 

0 

.0108 

0  .0019 

3.68 

— 

0 

.0084 

0  .0121 

0  .0055 

142  .182 

1  .4880 

0 

.0108 

0  .0019 

3.69 

— 

0 

.0084 

0  .0119 

0  .0054 

144  .584 

1  .4508 

0 

.0109 

0  .0020 

3.70 

0 

.0033 

0  .0118 

0  .0058 

146  .985 

1  .4626 

0 

.0110 

0  .0020 

3.71 

— 

0 

.0033 

0  .0116 

0  .0052 

149  .488 

1  .4750 

0 

.Olli 

0  .0020 

3.72 

— 

0 

.0033 

0  .0115 

0  .0052 

152  .044 

1  .4875 

0 

.0112 

0  .0020 

3.73 

0 

.0082 

0  .0118 

0  .0051 

154  .655 

1  .5000 

0 

.0112 

0  .0020 

3.74 

— 

0 

.0082 

0  .0112 

0  .0050 

157  .822 

1  .5127 

0 

.0118 

0  .0020 

3.75 

— 

0 

.0031 

0  .Olli 

0  .0050 

160  .047 

1  .5254 

0 

.0114 

0  .0020 

3.76 

— 

0 

.0081 

0  .0109 

0  .0049 

162  .881 

1  .5883 

0 

.0115 

0  .0020 

3.77 

— 

0 

.0031 

0  .0108 

0  .0048 

165  .676 

1  .5512 

0 

.0116 

0  .0021 

3.78 

— 

0 

.0030 

0  .0107 

0  .0048 

168  .584 

1  .5642 

0 

.0116 

0  .0021 

3.79 

— 

0 

.0030 

0  .0105 

0  .0047 

171  .556 

1  .5778 

0 

.0117 

0  .0021 

3.80 

— 

0 

.0029 

0  .0104 

0  .0047 

174  .594 

1  .5905 

0 

.0118 

0  .0021 

3.81 

— 

0 

.0029 

0  .0108 

0  .0046 

177  .701 

1  .6038 

0 

.0119 

0  .0021 

3.82 

— 

0 

.0029 

0  .0101 

0  .0045 

180  .879 

1  .6172 

0 

.0120 

0  .0021 

3.83 

0 

.0028 

0  .0100 

0  .0045 

184  .128 

1  .6307 

0 

.0121 

0  .0021 

3.84 

— 

0 

.0028 

0  .0099 

0  .0044 

187  .450 

1  .6442 

0 

.0121 

0  .0022 

3.85 

— 

0 

.0028 

0  .0098 

0  .0048 

190  .851 

1  .6579 

0 

.0122 

0  .0022 

3.86 

— 

0 

.0027 

0  .0096 

0  .0043 

194  .331 

1  .6717 

0 

.0128 

0  .0022 

3.87 

— 

0 

.0027 

0  .0095 

0  .0042 

197  .893 

1  .6856 

0 

.0124 

0  .0022 

3.88 

— 

0 

.0027 

0  .0094 

0  .0042 

201  .539 

1  .6995 

0 

.0125 

0  .0022 

3.89 

— 

0 

.0027 

0  .0098 

0  .0041 

205  .272 

1  .7186 

0 

.0126 

0  .0022 

3.90 

— 

0 

.0026 

0  .0092 

0  .0040 

209  .092 

1  .7278 

0 

.0126 

0  .0022 

3.91 

— 

0 

.0026 

0  .0091 

0  .0040 

213  .006 

1  .7420 

0 

.0127 

0  .0022 

3.92 

0 

.0026 

0  .0090 

0  .0089 

217  .014 

1  .7564 

0 

.0128 

0  .0028 

3.93 

0 

.0025 

0  .0089 

0  .0089 

221  .120 

1  .7708 

0 

.0129 

0  .0028 

3.94 

— 

0 

.0025 

0  .0087 

0  .0088 

225  .328 

1  .7858 

0 

.0130 

0  .0028 

3.95 

— 

0 

.0025 

0  .0086 

0  .0038 

229  .641 

1  .8000 

0 

.0131 

0  .0023 

3.96 

— 

0 

.0025 

0  .0085 

0  .0087 

234  .062 

1  .8148 

0 

.0132 

0  .0023 

3.97 

— 

0 

.0024 

0  .0084 

0  .0037 

238  .593 

1  .8296 

0 

.0183 

0  .0023 

3.98 

— 

0 

.0024 

0  .0088 

0  .0036 

248  .237 

1  .8446 

0 

.0188 

0  .0028 

3.99 

— 

0 

.0024 

0  .0082 

0  .0086 

248  .000  , 

1  .8597 

0 

.0184 

0  .0024 
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Tafel  III  und  IV. 


Tafel  IV  [0,  »]. 


a 

[0.1] 

9 

[0.2] 

[0.3] 

[0.4] 

% 

[0.5] 

[0.6] 

t 

[0.7] 

[0.8] 

4.00 

a^«* 

0".0023 

0".0081 

0".0035 

252".891 

1".8750 

0".0135 

O".0O24 

4.01 

— 

0 

.0023 

0 

.0080 

0 

.0035 

257  .905 

.8902 

0 

.0136 

0  .0024 

4.02 

— 

0 

.0023 

0 

.0079 

0 

.0035 

263  .051 

.9056 

0 

.0137 

0  .0024 

4.03 

0 

.0023 

0 

.0078 

0 

.0034 

268  .332 

.9211 

0 

.0138 

0  .0024 

4.04 

— 

0 

.0022 

0 

.0077 

0 

.0034 

273  .755 

.9367 

0 

.0139 

0  .0024 

4.05 

— 

0 

.0022 

0 

.0077 

0 

.0033 

279  .323 

.9525 

0 

.0140 

0  .0025 

4.06 

— 

0 

.0022 

0 

.0076 

0 

.0033 

285  .042 

.9684 

0 

.0141 

0  .0025 

4.07 

— 

0 

.0022 

0 

.0075 

0 

.0033 

290  .917 

.9843 

0 

.0142 

0  .0025 

4.08 

— 

0 

.0022 

0 

.0074 

0 

.0032 

296  .953 

2 

.0004 

0 

.0143 

0  .0025 

4.09 

— 

0 

.0021 

0 

.0073 

0 

.0032 

303  .158 

2 

.0166 

0 

.0143 

0  .0025 

4.10 

— 

0 

.0021 

0 

.0072 

0 

.0032 

309  .533 

2 

.0330 

0 

.0144 

0  .0025 

4.11 

— 

0 

.0021 

0 

.0072 

0 

.0031 

316  .091 

2 

.0493 

0 

.0145 

0  .0026 

4.12 

— 

0 

.0021 

0 

.0071 

0 

.0031 

322  .838 

2 

.0659 

0 

.0146 

0.00^ 

4.18 

• 

0 

.0021 

0 

.0070 

0 

.0031 

329  .776 

2 

.0825 

0 

.0147 

0.0026 

4.14 

— 

0 

.0020 

0 

.0069 

0 

.0030 

336  .916 

2 

.0993 

0 

.0148 

0  mm, 

4.15 

— 

0 

.0020 

0 

.0068 

0 

.0030 

344  .260 

2 

.1162 

0 

.0149 

0  .0026 

4.16 

— 

0 

.0020 

0 

.0067 

0 

.0029 

351  .833 

2 

.1332 

0 

.0150 

0  .0026 

4.17 

— 

0 

.0020 

0 

.0067 

0 

.0029 

359  .626 

2 

.1503 

0 

.0151 

0  .0027 

4.18 

— 

0 

.0019 

0 

.0066 

0 

.0029 

367  .652 

2 

.1676 

0 

.0152 

0  .0027 

4.19 

— 

0 

.0019 

0 

.0065 

0 

.0028 

375  .923 

2 

.1850 

0 

.0153 

0  .0027 

4.20 

.— 

0 

.0019 

0 

.0065 

0 

.0028 

384  .446 

2 

.2025 

0 

.0154 

0  .0027 

4.21 

0 

.0019 

0 

.0064 

0 

.0028 

393  .234 

2 

.2202 

0 

.0155 

0  .0027 

4.22 

— 

0 

.0019 

0 

.0063 

0 

.0027 

402  .297 

2 

.2380 

0 

.0156 

0  .0027 

4.23 

— 

0 

.0018 

0 

.0063 

0 

.0027 

411  .648 

2 

.2558 

0 

.0157 

0  .0028 

4.24 

0 

.0018 

0 

.0062 

0 

.0027 

421  .295 

2 

.2738 

0 

.0158 

0  .0028 

4.25 

— 

0 

.0018 

0 

.0061 

0 

.0026 

431  .253 

2 

.2920 

0 

.0159 

0  .0028 

4.26 

0 

.0018 

0 

.0061 

0 

.0026 

441  .536 

2 

.3102 

0 

.0160 

0  .0028 

4.27 

— 

0 

.0018 

0 

.0060 

0 

.0026 

452  .156 

2 

.3286 

0 

.0161 

0  .0028 

4.28  i    — 

0 

.0017 

0 

.0059 

0 

.0025 

463  .132 

2 

.3471 

0 

.0162 

0  .0028 

4.29 

— 

0 

.0017 

0 

.0059 

0 

.0025 

474  .476 

2 

.3657 

0 

.0163 

0  .0028 

4.30 

0 

.0017 

0 

.0058 

0 

.0025 

486.  205 

2 

.3846 

0 

.0164 

0  .0029 
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